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Algebra und Zahlentheorie. 
Lineare Algebra. Polynome: 


Brauer, Alfred: Limits for the charaeteristie roots of a matrix. II. Duke math. 
J. 14, 21—26 (1947). 

Verschärfung einiger Ergebnisse von Teil I [Duke math. J. 13, 387—395 (1946)]. 
Sei A = (a,,) eine n-reihige Matrix mit komplexen Elementen und 

P,= ax ı| .n EFT ax »-1| re er wuize lau! 

Dann liegt jede charakteristische Wurzel & von A in der Vereinigungsmenge der 
N =n(n—1)/2 Bereiche |w—a,.| |®—a,;| SP. P, (L<x<A<n). Hieraus 
folgt m <|o| SM, wenn m die kleinste und M die größte aller Lösungen der 
N Gleichungen (x — |ax.|) (&— |a;.|) = P. Pı bezeichnet. Ist stets |a,. arı| >P. Pa, 
so ist m > 0; ist zusätzlich jedes a,. > Oreell, so gilt R(®) > m; und sind außerdem 
die Koeffizienten der charakteristischen Gleichung von A reell, so ist det A >0 
(Verschärfung eines bekannten Satzes von Minkowski). Wielandt (Mainz). 

Hamburger, Hans Ludwig: Remarks on the reduetion of a linear transformation 
to Jordan’s normal form. J. London math. Soc. 22, 173—179 (1947). 

T sei eine nilpotente lineare Transformation des n-dimensionalen Vektorraums 
B:T7 = 0, Ti = 0. Um eine Basis von ® zu finden, in der T die Jordansche 
Normalform erhält, wird der maximale Teilraum R mit TR = 0 derart in eine 
direkte Summe von Teilräumen ®; zerlegt @ = 0,...,5— 1), daß für jedes N # 0 
aus W TiV = N lösbar, aber T*+1ı W — N unlösbar ist. Ist dann ®; = 7“ ®, eine 
Basis von N}, so sind die in den B, auftretenden Vektoren zusammen mit ihren 
Bildern bei 7, T?... eine Jordan-Basis von ®. Dieses Verfahren hat gegenüber 
dem üblichen, das mit der Betrachtung von 77-1 % beginnt, den für die Übertragung 
auf Räume unendlicher Dimension wesentlichen Vorteil, die Endlichkeit von 7 nicht 


zu benutzen. — Daß beliebige 7 auf nilpotente zurückgeführt werden können, 
wird ohne Benutzung von Determinanten in Anlehnung an Frobenius und Weyr 
gezeigt. Wielandt (Mainz). 


Dupare, H. J. A.: On some determinants. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 
157-165 (1947). 


Mit den Veränderlichen z,, y, und z, (,k—=1,...,n) wird die Determinante 
Aurn IT (3, —x)- H (y—y,)*I (2, — Yı) 
Ve et FE i>h N 10.4 
| %Tt Ye Zi (©; + %x) 


gebildet; für den Faktor A eigibt sich, wenn II(y — y;) = q(y) gesetzt wird, der 
% 


Wert 

n 

D (Y5 + 21) (Ya + %) (Yrt %n) 

A = 1 ze “ = 7 . 
2 (4: — %) Ed’ (47) 
{Diese Formel enthält als Grenzfall (alle z = oo) die bekannte Cauchysche Deter- 
minante |1/(2,+ 4x)|; setzt man nur einige 2. = 00, so erhält man Zwischenstufen.) 
A läßt sielfauf eine für die Anwendung bequemere Form bringen, wenn z, rational 
_ von y, abhängt: Ist = o(yı) # y (k=1,...,n), so ist 
; Ray ut) 
ARE a EUR, 2 en 
er EI Er777) 

wobei die Residuensumme über alle Lösungen der Gleichung y= p(y) und y = ©o 
22 


b} 
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zu erstrecken ist. Als Beispiele werden für f = sin, cos, tg, etg, see und cosee die 
Determinanten a sö0 RN 
| 'fla, +5) (a) HI) 
Ira, + Mad far Fa 
berechnet, ferner 
II sin (a, — a,) he (b, — b;) 
i>k y 
letg (a; + dx)| = = sin : STE; ns (a, +b). 
‚k 


ı 


Wielandt (Mainz). 

Vythoulkas, D.: Über einen Satz von Herrn Walsh. Bull. Soe. math. Grece” 

13, 15—17 (1948) [Griechisch ]. t 
Für einen Satz von Walsh [Ann. Math., Princeton, II. s. 25, 285—286 (1924) ], 


wonach alle Wurzeln 2,,...,2, von #+ a,2"1+.---—a,„=0im Kreise 
1 1 

Il Si l+ la? + + ja, |” j 
liegen, wird ein einfacher induktiver Beweis gegeben. Dingl as (Berlin). N 
Varopoulos, Th.: Über einen Satz von Herrn Walsh. Bull. Soc. math. Gröce 
13. 1—2 (1948) [Griechisch ]. i 
Leichte Vereinfachung des oben referierten Beweises. Dinghas (Berlin). © 
Throumoulopoulos, L.: Über den Betrag der Wurzeln von Polynomen. Bull. 
Soc. math. Grece 13, 18—20 (1948) [Griechisch ]. N 
Zusatz zu dem Satz von Walsh: Es ist 
gr. us State” 
n Max || 22 la,| { .)‘ Dinghas (Berlin). ” 


Vythoulkas, D.: Über den Betrag der Wurzeln von Polynomen. Bull. Soc. 
math. Grece 13, 2—14 (1948) [Griechisch ]. 

Vereinfachung des BeweisesundVerschärfungeines bekannten Satzes vonMon tel 
[Ann. sei. Ecole norm. sup., III. s. 40, 1—34 (1923)] über die Wurze!n der Gleichung 
P,@)=1+2+42% + +a,22"1=0. Beifesten n,,...,2%,-, gibt es min“ 

R 


k— 
destens eine Wurzel 2, mit || = [] . De Zi Dinghas (Berlin). d 
1 "Ser a 


Mignosi, Giuseppe: Risoluzione apiristiea dei sistemi di equazioni algebriche 
nei corpi finiti. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisie. mat. natur., VIIT. s. 2%, 
250-257 (1947). \ 
(Gegeben sei ein System von algebraischen Gleichungen F (x, y) = p, @(x, Y)—=g 
deren Koeffizienten einem endlichen Körper K (Elementenanzahl N) angehören; 
ihre Grade bez. x und y seien m und a (< N— 1, Fermat!); p und g seien in 
variabel. Ein Wertepaar (p, q,) [(0,0) ausgeschlossen] heiße ‚‚n-fach“, wenn 
F (x, y) = Pp,@(®,y) =q; n= mu voneinander verschiedene Lösungen (r, s,) in K 
besitzen. Gibt es » derartige Wertepaare (p,, q,) und bedeuten (r,, s,) Jeweils eine 
dazugehörige Lösung, so heißen die Polyrome | 
Ap,g=2r, 1 PP) @—g) 1], 
Bip,g)=28,[11—- P- PU @—g) 1, sel... 
eine „apiristische‘“ Lösung, weil offenbar A (p,.q,) = r„ B(p,q,) =s, gilt. Aller- 
dings erhält man so immer nur eine von den n zugehörigen Lösungen. Die Entwick- 
lung dieser Polynome A, B wird weiter behandelt und im Falle homogener Poly- 
nome F', G im einzelnen durchgeführt. Warum nur die ‚‚n-fachen“ Lösungssysteme 
herausgegriffen werden, wird nicht begründet. Die Verallgemeinerung auf mehr 
Variable liegt auf der Hand. Der Fall einer binonischen Gleichung in einer Variablen 
über einem Primkörper (mod p) wurde erstmalig von M. Cipolla [Math. Ann, 63, 
54—61 (1906); Rend. Cire. mat. Palermo 54, 199-206 (1930)] und G. Seorza 
[Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisie. mat. natur., VI. s. 3, 390-394 (1926)] 
behandelt. Gröbner (Innsbruck). 


| 
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Gruppentheorie: 


Cimeseu, Al. C.: Etudes sur la th6orie des systemes multiplieatifs uniformes. 
Bull. Ecole politechn. Jassy 2, 347—371 (1947). 

Betrachtet werden beliebige nichtassoziative multiplikative Systeme mit endlich 
vielen Elementen. Als Index i der Nichtassoziativität wird definiert die Anzahl 
der möglichen Produkte, für die x(yz)+ (xy) z. Es wird gezeigt, daß in Systemen 
aus n = 2 Elementen der Index nur der Werte 0, 2, 4, 8 fähig ist. Dagegen gibt es 
mit n >3 Elementen Systeme zu jedem ganzzahligen Index i, 0 <i <n?. Be- 
schrieben wird ein Verfahren, das gestattet, den Index aus einer vorgelegten Multi- 
plikationstafel herzuleiten. Ferner enthält die Arbeit eine große Anzahl von Bei- 
spielen, und zwar sind von der Ordnung 2 alle Systeme aufgeführt, von der Ord- 
nung 3 und 4 zu jedem Index ein System. Ist n eine Primzahl, so läßt sich jedem 
System von dieser Ordnung ein Polynom f(x, y) zuordnen, dessen Koeffizienten 
ganz modulo n zu nehmen sind. Zu zwei Zahlen x und y modulo » ist dann f(x, %) 
modulo rn als Produkt definiert. Der Index kann aus den Koeffizienten dieses Pro- 
duktes hergeleitet werden, was aber nur für n = 2 zu übersichtlichen Ergebnissen 
führt. Franz Wever (Göttingen). 

Grün, Otto: Beiträge zur Gruppentheorie. II. Über einen Satz von Frobenius. 
J. reine angew. Math. 186, 165—169 (1948). 

Voraussetzungen: @ ist eine endliche Gruppe, U eine Untergruppe von @, die 
ihrem Normalisator in @ gleich ist; U, ist die von den Durckschnitten UN C erzeugte 
Untergruppe, wo € irgendeine von U verschiedene, zu U in @ konjugierte Unter- 
gruppe ist; U, ist ein Normalteiler von U, der U, enthält. Vermutung: Es existiert 
ein Normalteiler HZ von @, so daß @ = UH und U,= UNH ist. — Frobenius 
hat im Jahre 1901 diese Vermutung unter der Zusatzvoraussetzung U, =1 be- 
wiesen (unter Benutzung der Theorie der Gruppencharaktere). Verf. beweist die 
Vermutung unter der Zusatzvoraussetzung, daß U/U, eine auflösbare Gruppe ist. 
Der Beweis ist direkt und benutzt (im Spezialfall abelschen U/U,, auf den sich alles 
zurückführen läßt) die Theorie der Verlagerung. Reinhold Baer (Urbana, USA). 

Hamill, €. M.: On a finite group of order 576. Proc. Cambridge philos. Soe. 
44, 26—36 (1948). 

Rein geometrische Untersuchung einer schon von Bagnera [Rend. Cire. mat. 
Palermo 19, 1—56 (1905)] betrachteten primitiven Kollineationsgruppe ®, welche 
eine Konfiguration von 24 Punkten P, 122 Geraden und 120 Ebenen E ungeändert 
läßt. Sie enthält zu jedem Punkt P eine Kollineation der Ordnung 2, die P und 
außerdem eine Ebene E punktweise fest läßt. Jedes Element von & wird als Produkt 
von höchstens vier dieser Inversionen dargestellt. Es gibt insgesamt 16 Klassen 
konjugierter Elemente. Alle Elemente haben die Ordnung 1, 2, 3, 4.oder 6. 

Wielandt (Mainz). 

Seybold, Mary Anice: Isomorphism groups of metabelian groups generated by 
four independent operators of order p. Abstract of a Thesis, Urbana, Illmois. 6. 
1947). 

, Ziel ist eine Klassifizierung der metabelschen Gruppen. Verf. beschränkt 
sich auf solche, für die 1. die Kommutatorgruppe mit dem Zentrum zusammenfällt, 
2. die Operatoren alle dieselbe ungerade Primzahlordnung haben, 3. die Faktor- 
gruppe fiach dem Zentrum von vier unabhängigen Operatoren erzeugt wird. Sind 
die sechs Kommutatoren dieser vier Erzeugenden unabhängig, so heiße die Gruppe 
eine „‚Meistergruppe‘‘ (master group). Alle anderen Gruppen sind isomorph zu ihren 
Normalteilern.— Faßt man die Exponenten der Erzeugenden als homogene Koordi- 
naten in einem endlichen 8, auf, so entsprechen die Punkte den zyklischen Unter- 
gruppen der Faktorgruppen nach dem Zentrum, Geraden zyklische, von Kommu- 
tatoren gebildete Untergruppen des Zentrums. Den Automorphismen entsprechen 


I 
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die Kollineationen. Durch geometrische Betrachtungen gewinnt Verf. dann Über- 
sichten und Sätze wie den, daß die Automorphismen der Faktorgruppe gerade durch 
diejenigen Automorphismen der Meistergruppe induziert werden, die den ent- 
sprechenden Normalteiler fest lassen. — Vorliegender Text ist wohl nur eine Zu- 
sammenfassung einer größeren Arbeit. Ott-Heinrich Keller (Dresden). 


Eilenberg, $. and 8. MacLane: Cohomology theory in abstraets groups. I. 
Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 51—78 (1947). 

In Ann. Math., Princeton, II. s. 46, 480—509 (1945) haben Verff. ein Verfahren 
angegeben, das in rein algebraischer Weise für einen asphärischen Raum aus der 
Fundamentalgruppe // die Kohomologiegruppen HP, H!,... mit der abelschen 
Koeffizientengruppe @ bestimmt. Hier wird dieses algebraische Verfahren, unab- 
hängig von seiner topologischen Bedeutung, verallgemeinert auf den Fall, daß die 
(multiplikativ geschriebene) diskrete Gruppe // als Gruppe von Automorphismen 
auf die (additiv geschriebene) abelsche Gruppe @ operiert, d.h. z(g,+ 95) = 29, + 793, 
2 (& 9) = (X X) g, 19 = g für alle zeII, ge@. Es ergeben sich interessante Be- 
ziehungen zur Theorie der Gruppenerweiterungen [vgl. auch Eilenberg und 
MacLane, Ann. Math., Princeton, II. s. 43, 757—831 (1942) und die beiden fol- 
genden Referate]. Verwandte Untersuchungen für Algebren an Stelle der 
Gruppe II bei Hochschild [Ann. Math., Princeton, II. s. 46, 58—67 (1945); 47, 
568—579 (1946) und dies. Zbl. 29, 342]. — Eine n-dimensionale Kokette von IT 
über @ ist eine Funktion F(x,,...,x,) von n + 1 Variablen x,€/7 mit Werten 
in G, die die Eigenschaft F(xx,...,22,)=xF(x,-..,x,) hat. Der Korand öF 
von F ist eine n + 1-dimensionale Kokette, definiert durch (öF) (zo - - +, 7,41) = 


n+1 h 4 
3 (NV Flayp:., 8%... %n41), Wo X; anzeigt, daß die Variable x, wegzulassen ist. 


i=0 
Es ist ö(öF) = 0. Hieraus definiert man wie üblich die Kohomologiegruppen 
H"(IT,@). @ kann dabei sowohl diskret als auch eine topologische Gruppe sein. 


a ee 


nn De 


pre 


Im zweiten Fall werden die Operatoren x von @ als stetig vorausgesetzt und die j 
Kokettengruppen C*(/T,@) in naheliegender Weise topologisiert. Der Korandope- - 
rator Ö ist dann stetig, und in 4" (//, @) wird eine Topologie induziert. Alle im Fol- 
genden auftretenden Homo- und Isomorphismen sind dann ebenfalls stetig. — An 
Stelle der „homogenen“ Koketten F ist es für die algebraischen Untersuchungen 


angenehmer, „inhomogene“ Koketten f(x, . . ., 2,) zu verwenden, die Funktionen - 


von n Variablen x, € // mit Werten in @ sind und vermöge 
Ta: EN ee er 


umkehrbar eindeutig auf die F bezogen werden. Für sie ist dann die grundlegende 


Koranddefinition 
Y n > 2 
(I) (ur an) Ella Ss (U fan. ran 
i= 


+ (rt! Hay... 2). 
Für die Fälle n = 0,1,2 werden gruppentheoretische Deutungen der Hr(II,@) 
gegeben, z.B. ist H°(/1,@) isomorph mit der Baerschen Gruppe derjenigen Typen 
von Erweiterungen E und @ durch //, bei denen der Automorphismus x von @ 


gerade durch die inneren Automorphismen von E mit den Elementen aus der Rest- 
klasse x induziert wird [vgl. Baer, Math. Z. 38, 375—416 (1934); dies. Zbl. 9, 11]: 


Die Kozyklen f(x), 2,) sind dabei die zugehörigen Faktorensysteme. Falls 2g=g 
für alle ze II, g€e@, erhält man die Gruppe der zentralen Erweiterungen von @ 
durch. // [vgl. auch Eilenberg u. MaeLane, Ann. Math., Princeton, II. s. 46 
480509 (1945)]. — Falls für die abelschen Gruppen @,, @,, @ mit IT als Gruppe 
von Automorphismen eine Paarung von @, und G, zu @ erklärt ist, d. h. ein bilineares 
Produkt g, U 9,€@ mit der Eigenschaft zg, u 29 = (9, U 9) für alle ge@ 
xell, so wird wie üblich für F, € Cr(IT,@), F,eC4(ll,G) ein Cup-Produkt 
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Fu F,e0OPte(IT,G) definiert durch (F, VR,) (au: -, % +0) = Flo - - -, %,) U 
Fy(&, .-  %,+,), das auf Grund der Gültigkeit der üblichen Korandformel sich auf 
die Kohomologieklassen übertragen läßt. Für die inhomogenen Koketten wird das 
Eup- Produkt (fo fo) (& . 2.20) = hilay -: »; ee): 
Weiter kann man die Koketten f so normiert denken, daß lei rt 
eins der 2,—=1 ist, ohne daß dadurch die Kohomologiegruppen geändert werden. 
Im Folgenden seien alle Koketten normiert. — Faßt man die Koketten Kr D,) 
als Funktionen von x,,..., x, auf, deren Funktionswerte Funktionen von x, mit 
Werten in @, also Elemente aus C1(//,G) sind, so entsteht ein Isomorphismus zwi- 
schen den Kokettengruppen C* (IT, G) und O*-1(]7, C\(IT,G)). Dieser ist korandtreu, 
wenn die Operatoren x für fe C1(IT,@) durch (zf) (y) = f(yx) — yf(x) (x, ye IM) 
erklärt werden. Daher folgt das Reduktionstheorem H* (IT, G) z Hr-1 (IT, 0! (IT, @)) 
(rn >1). Ein weiteres Reduktionstheorem erhält man aus einer Darstellung 
HI=F/R=F,/R, (F frei, F, = F/[R, R], R,= R/[R, R], [R, R] = Kommutator- 
gruppe von A): Als Erweiterung von R, durch // bestimmt F, eindeutig ein 
keH?(II, R,). Sei fü€k. Dann induziert —f,uf einen Isomorphismus 
H"(II, Hom (R,,@)) = H"+?(II,G) (n >0), wobei Hom (R,@) die Gruppe der 
Homomorphismen von R, in @ ist, die Paarung r vu ® für re R,„ De Hom(R,„@) 
durch ®(r) und (= ®) (r) = z[®(x1r)] erklärt ist. Im Falle n = 0 entsteht durch 
dieses Verfahren nur ein Homomorphismus, der für den Fall xg = g (für alle x€ II, 
ge@) und @= P= Gruppe der reellen Zahlen mod 1 das Hopfsche Ergebnis 
R IF, F]/[F, R] > Charakterengruppe von H?(IT, G) liefert [vgl. Hopf, Comment. 
math. Helvetici 14, 257—309 (1942); dies. Zbl. 27, 95; Eilenberg u. MacLane, 
Ann. Math., Princeton, II. s. 46,480—509 (1945).] Als Anwendung werden die Kohomo- 
logiegruppen eines zyklischen // endlicher Ordnung bestimmt. Burger. 

Eilenberg, S. and S. MacLane: Cohomology theory in abstraet groups. II. Ann. 
Math., Princeton, II,s. 48, 326—341 (1947). 

Sei @ eine abelsche Gruppe und Q eine Gruppe von Automorphismen von @. 
Diese Arbeit bringt eine gruppentheoretische Deutung der 3. Kohomologiegruppe 
H?®(0, 6) (s. vorsteh. Referat). Ein Q-Kern (K, ©) mit Zentrum @ ist eine Gruppe X 
mit Zentrum @ und ein Homomorphismus © von Q in die Gruppe der äußeren Auto- 


; morphismen von K, wobei die einem x€@ zugeordnete Automorphismenklasse von 


K in @ gerade den Automorphismus x von G induziert. Es wird ein Produkt für solche 
Kerne erklärt, das im wesentlichen das direkte Produkt der beiden K mit identi- 
fizierten Zentren ist. Ein Kern heißt erweiterbar (extensible), wenn es eine Gruppe 
EDK mit E/K — Q derart gibt, daß die Automorphismenklasse © (x) des Elementes 
x€@Q gerade die von der Restklasse x von E mod K erzeugte Automorphismenklasse 
von K ist. Zwei Kerne heißen ähnlich, wenn sie sich nur um erweiterbare Faktoren 
unterscheiden. Die Ähnlichkeitsklassen von Kernen mit Zentrum @ bilden eine 
abelsche Gruppe, die mit 4?(Q, @) isomorph ist. Insbesondere ist (K, ©) dann und 
nur dann erweiterbar, wenn die zugehörige Kohomologieklasse — 0 ist. Für erweiter- 
bare Kerne stehen die Erweiterungstypen dieses Kernes in eineindeutiger Beziehung 
zu den entsprechenden Erweiterungstypen des Zentrums @ von K, d.h. zu den 


Elementen von H?(Q, @). Burger (Frankfurt a. M.). 


Eilenberg, Samuel and Saunders MacLane: Algebraie eohomology groups and 
loops. Duke math. J. 14, 435—463 (1947). 

Dies® Arbeit bringt eine ‚„Loop“-theoretische Deutung der Kohomologiegruppen 
H"(Q,G) (>53). (Für die Bezeichnung s. die beiden vorsteh. Referate.) An Stelle 
der Gruppenerweiterungen treten hier Loop-Verlängerungen (prolongation). Eine 
Verlängerzing von Q mit @ ist ein Paar (L, ®), wobei L ein Erweiterungsloop von @, 
® ein Homomorphismus von Z auf Q mit einem Kern KD@ ist, derart, daß die 
inneren Transformationen mit Loopelementen a für die Elemente g € @ gerade durch 
(a) - 9 gegeben sind. Ferner seien die Assoziatoren A (k, a,b) = A(a, k, b) = 1 für 
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alle a,bEL, kEK, sowie kA = Ak für alle ke K und alle Assoziatoren A aus L. 
Ähnlich wie bei Baer [Math. Z. 38, 375—416 (1934); dies. Zbl. 9, 11] werden Typen 
von Verlängerungen und für diese ein Produkt ®& erklärt, bei dem sie ein assoziatives 
und kommutatives System mit Eins bilden. Gewisse Restklassensysteme hiervon 
bilden dann mit Hr (Q, @) isomorphe Gruppen, nämlich Hr+1(Q,G0) or @) aE] 
ol @GK,(n > 0), H?"+? (0,0) z 08, ı0GÄIR, © @2 (n>0). Hierbei sind 07,0, 
G", GX die Klassen von Verlängerungstypen, für die bzw. die höheren Assoziatoren 
A (Ay... ., Ag, A) = 0, A(Qy,..., Ay, k) = 0, Alay,.. 09a) EG, Alay..., Gyr k)eG 
für alle a, acL, keK (n >0); @, enthält die Typen mit K=G, R, (n >0) die 
Verlängerungen aus en N De ‚ die eine „„Unterverlängerung‘“ aus 0X enthalten. 
Weiter ist für zwei Klassen V, W das Produkt V & W im Sinne der Komplexrech- 
nung zu verstehen, und zwei Typen sind in derselben Restklasse nach V, wenn sie 
sich nur um Faktoren aus V unterscheiden. Burger (Frankfurt a. M.). 

Hochschild, 6.: Cohomology and representations of assoeiative algebras. Duke 
math. J. 14, 921— 948 (1947). 

In zwei früheren Arbeiten [Ann. Math., Princeton, 1l.s. 46, 58—67 (1945); 
47, 568—579 (1946)] hat Verf. eine Kohomologietheorie für Algebren A entwickelt, 
die derjenigen von Eilenberg und Mac Lane für Gruppen [Ann. Math., Princeton 
II. s. 43, 757—831 (1942) und dies. Zbl.29, 340, 341] entspricht. Hier wird gezeigt, daß 
diese Kohomologietheorie mit der Untersuchung der Zerfällung der zweiseitigen 
A-Moduln äquivalent ist. Hierzu wird in der Menge derjenigen Erweiterungen E 
eines zweiseitigen A-Moduls Q mit einem zweiseitigen 4-Modul P, die als A-Rechts- 
moduln direkte Summen Q + P (= right inessential) sind, Aquivalenzbegriff und 
Addition analog zu Baer [Math. Z. 38, 375—416 (1934) ; dies. Zbl. 9, 11] sowie skalare 
Multiplikation eingeführt, so daß ein zu H!(4A, R) isomorpher Vektorraum entsteht, 
wobei R der A-Modul der Rechtsoperatorhomomorphismen von P in @ ist. Durch 
Verwendung geeigneter P und des Reduktionsverfahrens aus der früheren Arbeit 


— need 


ee 


erhält Verf. ähnliche Darstellungen für H"(4,Q) (n Z1). Als Anwendung ergibt 


sich z. B. als notwendige und hinreichende Bedingung für die volle Reduzibilität 
aller zweiseitigen A-Moduln das Verschwinden aller Kohomologiegruppen H” von A 
fürn >1. — Weiter bringt die Arbeit eine Übertragung der von Eilenberg u. 
MacLane a.a. 0. gegebenen Deutung der 3.Kohomologiegruppe einer Gruppe auf 
die einer Algebra. An Stelle der Automorphismen der Gruppe K treten hier die 
„Multiplikationen“ in der Algebra X, das sind Paare linearer Transformationen 
in K, die sich wie Rechts- und Linksmultiplikation mit Elementen von K verhalten. 


Als Anwendung folgt die Existenz von Algebren, für die alle zwei-, aber nicht alle 


dreidimensionalen Kohomoliegruppen verschwinden, sowie der Satz, daß für eine 
halbeinfache inseparable Algebra für kein n > 0 alle n-dimensionalen Kohomologie- 
gruppen verschwinden. Burger (Frankfurt a. M.). 

Finzi, A.: Su una questione posta da S. Lie. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. 
Sci, fisie. mat. natur., VIII.s.3, 185—188 (1947). 


Es handelt sich darum, festzustellen, ob auch unendliche kontinuierliche - 


Gruppen die folgende jeder endlichen kontinierlichen Gruppe @ zukommende Eigen- 
schaft besitzen: es gibt eine solche Umgebung der identischen Transformation, 


daß jede Transformation der Umgebung zu einer Untergruppe G, von @ gehört. 


Mit Hilfe der Gruppe aller Transformationen, die eine geschlossene r-dimensionale 
Mannigfaltigkeit in sich überführen, beweist Verf. mit elementaren Betrachtungen, 
daß die Antwort negativ ist. P. Buzano (Torino). 


Zahlkörper: 


Eichler, Martin: Grundzüge einer Zahlentheorie der quadratischen Formen 
im rationalen Zahlkörper. I. und II. Comment. math. Helvetiei 20, 9—60 (1947): 
21, 1—28 (1948). 
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Die Einleitung gibt einen Überblick über die Entwicklung der Zahlentheorie 
‚der quadratischen Formen und wendet sich dann dazu, diese Formen zu klassi- 
fizieren, wobei es sich vorzugsweise um Formen im rationalen Zahlkörper handelt. 
Zwei Formen werden verwandt genannt, wenn sie durch umkehrbare lineare Trans- 
formationen ineinander übergeführt werden können. (Um Mißverständnissen vor- 
zubeugen, sei erwähnt, daß Ref. für diesen Begriff auch Multiplikation der trans- 
formierten Form mit einem Zahlfaktor zuläßt.) Sind die Koeffizienten der Sub- 
stitution und ihrer Umkehrung ganzrational, so liegt Äquivalenz vor. Wichtiger 
noch als diese beiden Begriffe ist der Begriff der Ähnlichkeit. Er beruht auf der 
Tatsache, daß eine Form durch Einführung geeigneter Variabeln y, auf die Gestalt 
ehytyyıt + Ya-ıye „+ N gebracht werden kann, wo die Rest- 
form R (bei Witt Grundform genannt) die Null nicht eigentlich darstellt. Alle 
Formen mit gleichen oder verwandten Restformen heißen ähnlich und bilden 
einen Formentyp (Witt). Die Addition der Formen verknüpft die Typen zu einer 
Abelschen Gruppe, welche Wittsche Gruppe genannt wird. Mit ihrer Hilfe löst Verf. 
die schon von Minkowski[ Gesammelte Abh. I. Leipzig u. Berlin, 1911. 8.219239] 
und Hasse [J. reine angew. Math. 152, 205—224 (1923)] behandelte Aufgabe, vollstän- 
dige Invariantensysteme für rational ineinander transformierbare Formen anzugeben. 
Zu dem Zwecke werden die möglichen Restformen für die p-adischen Erweiterungs- 
körper des rationalen Zahlkörpers und ihre Wittsche Gruppe aufgestellt. Diese hat 
für ungerades p die Ordnung 8 und für die Primzahl 2 die Ordnung 16. Hieraus 
ergeben sich die gesuchten Invarianten, welche in zweifacher Gestalt vorgelegt 
werden, um damit auch den Anschluß an ältere Darstellungen zu gewinnen. — Diese 
Betrachtungen führen zu einer Charakterisierung der Kern- und Stammformen, 
welche in anderer Weise auch von dem Ref. in einer speziell diesem Gegenstand 
gewidmeten, aber ohne Kenntnis der Wittschen Untersuchungen geschriebenen 
Abhandlung gegeben wurde [Speiserfestschrift, Zürich 87—104 (1945)]. Es würde 
hier zu weit führen, beide Darstellungen in Parallele zu setzen. Grundsätzlich soll 
aber bemerkt werden, daß Verf. an der historisch überkommenen Bevorzugung der 
Diagonalformen festhält, wodurch die Entwicklung eingeengt und der Primzahl 2 
eine Sonderrolle zugewiesen wird, welche sie in diesem Maße gar nicht besitzt. — 
Der zweite Teil ist den Transformatoren gewidmet. Darunter sind nach einem 
vom Verf. eingeführten Ausdruck Substitutionen verstanden, welche eine Form bis 
auf einen Faktor (hier Norm des Transformators genannt) in eine andere Form 
derselben Diskriminante überfükren. Zugrunde gelegt wird dabei ein vollständiges 
System inäquivalenter Stammformen, welche überhaupt zu je zweien in dieser Weise 
verbunden werden können. Derartige Transformatoren sind bei Untersuchungen des 
Ref. in der Zahlentheorie der quaternären quadratischen Formen und Quaternionen 
aufgetreten. Sie stehen hier in enger Verbindung mit Quaternionenidealen [vgl. 
Math. Ann., Berlin 99, 1—29 (1928)], was Veranlassung gibt, auch im allgemeinen 
Fall die Transformatoren zu Idealen zusammenzufassen. Weil im quaternären 
Fall die Transformatoren, welche den Rechts- und Linksidealen entsprechen, immer 
nur höchstens zwei verschiedene Elementarteiler haben können, liegt es nahe, im 
allgemeinen Fall Transformatoren mit dieser Eigenschaft durch ein Beiwort ‚„nor- 
mal“ vor den übrigen auszuzeichnen. Da indessen im ternären Fall keine normalen 
Transformatoren existieren, wohl aber einfach gebaute mit 3 verschiedenen Elemen- 
tarteilern, welche dem Produkt eines Quaternionenideals mit seinem konjugierten 
entsprechen, so wird man auch gewisse Transformatoren mit 3 verschiedenen Ele- 
mentarteifern auszeichnen, und zwar geschielit das durch das Beiwort „halbnor- 
mal“. Indessen ist die Theorie der normalen und halbnormalen Transformatoren 
so lange’noch wenig befriedigend, als nicht innere Gründe für ihre Bevorzugung an- 
gegeben werden. Es scheint daher zweckmäßig, ältere Begriffsbildungen, die vom 
Ref. schon vor 25 und mehr Jahren entwickelt wurden, heranzuziehen. Ref. verfolgte 
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damals das nicht erreichte Ziel, eine allgemeine Relativkomposition der Formen 
auf die Theorie der Transformatoren zu gründen. Dabei sollten teilerfremde Trans- 
formatoren, die auch bei verwandten, ja gleichen Normen möglich sind, durch 
Vielfachenbildung verknüpft werden. Es lag daher nahe, zuerst die Transformatoren 
zu untersuchen, welche in dem Sinne irreduzibel sind, daß sie sich nicht als ge- 
meinsames Vielfaches von teilerfremden Transformatoren kleinerer Norm darstellen 
lassen. So erhält man aber gerade normale und halbnormale Transformatoren von 
Primzahlpotenznorm. Die halbnormalen aber dürften sich dadurch von den 
normalen unterscheiden, daß sie ihre Irreduzibilitätseigenschaft verlieren, 
wenn man die Ordnung der betrachteten Formen um 1 erhöht. — Die Trans- 
formatoren und ihre Ideale lassen sich wie die erzeugten Formen in Klassen und 
Geschlechter einteilen. Dadurch ergeben sich eine Fülle von Anzahlrelationen, 
- die sich besonders für die im 3. Kapitel behandelten definiten Formen fruchtbar 
erweisen. Hierbei entstehen Beziehungen zu Untersuchungen von Hecke und 
Siegel (dies. Zbl. 24, 9 und 12, 197). — Das letzte Kapitel ist den indefiniten Formen 
gewidmet. Ein Körper wird Zerfällungskörper einer quadratischen Form von 
gerader Ordnung 2m genannt, wenn die Form in diesem Körper vollständig zerfällt, 
d.h. durch Einführung geeigneter Variabeln y, auf die Gestalt 


YıYya  YYT'''Tt Yam-ı Yam 
transformiert werden kann. Es werden Bedingungen für Zerfällungskörper ange- 
geben. Die weitere Untersuchung führt auf den Begriff des Darstellungskör- 
pers, wobei sich gewisse Analogien zu fundamentalen Sätzen der Algebrentheorie 
ergeben. Die Betrachtung der Automorphismen (Einheiten) der indefiniten Formen 
führt zu einem Beweise des Satzes von Meyer, daß indefinite Stammgeschlechter 
nur eine einzige Formenklasse enthalten. Brandt (Halle). 


Zahlentheorie: 


Davenport, H.: A historieal note. J. London math. Soc. 22, 100—101 (1947). 
Verf. bewies 1935 [J. London math. Soc. 10, 30—32 (1935); dies. Zbl. 10, 389]: 
Für eine Primzahl p seien &,,...,x, und ß}....,ß,„ je verschiedene Restklassen 
mod p. Ferner seien Y,,...,yı die sämtlichen verschiedenen Restklassen mod p, 


3 1 ’ J S N / > * ng 4 
die sich als Summe 9, +ß, Ü=1,..,m:;j=1,...,n) darstellen lassen. Dann 


ist Zm-+n—1,fallm +n—1 Sp ist, sonst = p. Wie Verf. jetzt festgestellt 
hat, ist dieser Satz bereits 1813 von Cauchy bewiesen worden, der den Satz benutzt, 
um zu zeigen, daß die Kongruenz A a? + By? + (0 = 0 (mod p) stets lösbar ist, 
wenn jede der Zahlen A, B, © $&0 (mod p) ist [J. Ecole polytechn. 9, 99-116 
(1813). Rohrbach (Mainz). 

Shepherdson, J. C.: On the addition of elements of a sequenee. J. London 
math. Soc. 22, 85—88 (1947). 

Verf. verallgemeinert den Satz von Cauchy-Davenport (vgl. das voran- 
gehende Referat), den I. Chowla [Proc. Indian Acad. Sei. 2, 242—43 (1955); 
dies. Zbl. 12, 247] unter bestimmten Voraussetzungen über die ß, auf zusammen- 
gesetzte Moduln übertragen hat, in folgender Weise: Es seien x,,.. x X, verschiedene 
Elemente einer additiven abelschen Gruppe @ und n eine natürliche Zahl <m. 
Ferner seien yj,...,y; die sämtlichen verschiedenen Elemente von G, die in der 
Form &, oder a,-+ x, darstellbar sind ( =1,...,m; j=1,...n) Denon is 
I m + n oder es gibt eine Zahlk (1 <k <n) derart, daß x, von endlicher Ordnung 
ist und alle Elemente der durch a, erzeugten zyklischen Gruppe unter den Elementen. 


a | 


Yı, + + ,Yı vorkommen. — Hieraus werden, falls G die additive bzw. multiplikative _ 


Gruppe der Restklassen mod d bedeutet, Bedingungen abgeleitet, wann N) 


existieren mit N 2,%, = 0 (mod d) bzw. ]] ai‘ = 1 (mod d). Rohrbach 
D i es 
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u Szu-Hoa: On a system of eongruences. J. London math. Soc. 22, 47—53 
) 

‚ Verf. zeigt auf elementarem Wege, daß die Anzahl A der Lösungen x), &, 3, 
Yı: Y%% %3 des Kongruenzensystems 


fa) + Fa) + Ha) = My) + My) + Mys) | 
gez) + gl) + glas) = glyı) + glyo) + g(y) | (mod p') 
Kay) + ha) + ha) = hy) + hy) + hin) | 
asymptotisch durch die Formel 
A = a pH (1 +0) 
gegeben wird, wo x = 1,6 oder " ist, je nachdem == 0,1 oder 2 (mod 3) ist. Dabei 
ist » > 3 eine Primzahl, und f(x), g(x), R(x) sind ganzzahlige Polynome 3. Grades, 
die, zusammen mit 1, mod p ag unabhängig sind. Der Beweis beruht darauf, 
daß wegen p>3 das gegebene Kongruenzensystem demjenigen äquivalent ist, das 
man für f(x) = x, g(x) = x, h(x) = x? erhält. Rohrbach (Mainz). 
Lehmer, D. H.: The vanishing of Ramanujan’s funetion z(n). Duke math. 
J. 15, 4293—433 (1947). 
Die Koeffizienten r(n) der ee 


oo 
D(z) = II (1 ze Syrin),as! 
m = n=1 
sind seit Ramanujans grundlegenden Arbeiten aus dem Jahre 1916 Gegenstand 
zahlreicher Untersuchungen gewesen. D(z) läßt sich bekanntlich als 24. und 8. Po- 
tenz zweier Potenzreihen E(z) und E?(z) mit schnell anwachsenden Lücken dar- 
stellen, deren Koeffizienten, soweit + 0, wechselndes Vorzeichen haben. — Aus 
numerischen Tabellen geht hervor, daß t(n) #0 für 1<n < 300, und es ist zu 
vermuten, daß kein r(n) verschwindet. Diese Frage hat sich, obwohl zweifellos ein- 


‚facher als die sog. Ramanujansche Vermutung über die r(n), bis heute nicht ent- 


scheiden lassen. Die analoge Frage über ET°(z) ist von D. F. Ferguson negativ 
entschieden worden: Der 53. Koeffizient von EP (z) ist 0. — Veıf. zeigt auf Grund 
der Multiplikationsgesetze der z(n) zunächst, daß das kleinste n mit z(n) = 0 eine 
Primzahl sein muß. Aus r(p) = 0 (p Primzahl > 7) und den Kongruenzen, die 
zwischen den z(n) und gewissen Teilersummen nach den Moduln 32, 3, 25, 7, 691 
bestehen, folgt 

(1) p = 3 316 799 oder 4 975 199 oder 11 608 799 (mod 11 608 800) 

Da 3 316 799 eine Primzahl ist, ist bereits bewiesen, daß r(n) #0 für1 <n < 3316798. 
Ein an dieser Stelle vom Verf. zuerst elementar bewiesener Satz über das Verhalten 
der r(n) mod 23 ergibt für das obige p ferner p!! = — 1 (mod 23); p ist also ein 
quadratischer Nichtrest mod 23. Nun sind ersichtlich die einzigen Zahlen n < 2: 10°, 
die einer der Kongruenzen (1) genügen, neben den in (1) angegebenen noch 14925 599 
und 16583999. Die Bedingung für p mod 23 schließt von diesen fünf Zahlen alle 
bis auf die erste und fünfte aus, und von den letzteren ist lediglich die erste eine 
Primzahl. Daraus folgt: Wenn 1(3316799) =# 0 ist, so gilt r(n) FO fürl £&n s 
23217598. Petersson (Hamburg). 

Rankin, R. A.: On the elosets packing of spheres in n dimensions. Ann. Math., 
Princeton, II. s. 48, 1062—1081 (1947). 

Zunächst seien die Kugeln gleich groß. .Es sei o, der Limes des Verhältnisses 
des erfüllten Raumes zum Gesamtraum bei der dichtesten Packung, wenn die 
Begrenzung ins Unendliche strebt. 0, derselbe Limes, wenn nur gitterförmige 
Packungen zugelassen sind. Verf. zeigt, daß beide Limites existieren. Ist y, die 
Dr “von den Koeffizienten einer quadratischen Form f(x) der Determinante D 
unabhängige Zahl mit der Eigenschaft, daß es einen vom  ulkeombt verschiedenen 
Gitterpunkt gibt, für den f(x) <y,D!”, so ist 0, der Inhalt der Hypersphäre vom 
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Radius I Yyn: Weiter verbessert Verf. die von Blickfeldt [Math. Ann. 101, 
605-—608 (1929) ] angegebene Abschätzung für o,. Verf. untersucht fernerhin Mengen 
von Kugeln verschiedener Größe. Ott-Heinrich Keller (Dresden). 
Pipping, Nils: Tafel der Diagonalkettenbrüche für die Quadratwurzeln aus den 
natürlichen Zahlen von 1 bis 500. Acta Acad. Aboensis, Math. Physica 15, Nr. 10, 
10 8. (1947). 
Bekanntlich bilden diejenigen Näherungsbrüche p/q des regelmäßigen Ketten- 


4 1 o 2 
bruchs für eine positive Irrationalzahl £, für die £ - <5, ausfällt, die Gesamt- 


heit der Näherungsbrüche eines gewissen halbregelmäßigen (d.h. nur natürliche 
Zahlen als Teilnenner, + 1 als Teilzähler aufweisenden) Kettenbruchs. Dieser heißt 
nach Minkowski Diagonalkettenbruch, und Perron hat in seinem Lehrbuch 


en ht ringen 


(2. Aufl. Leipzig 1929, 8. 183—184) Regeln zu seiner Herleitung aus dem regel- 


mäßigen Kettenbruch gegeben. Mit ihrer Hilfe hat nun Verf. auf Grund der Tafel 


. 


von Patz[Akad. Verl. Ges. 1941; dies. Zbl.25, 394] für regelmäßige KBr die Diagonal- 


brüche für die Wurzeln der natürlichen Zahlen D< 500 bestimmt. Hierbei zeigen sich 
verschiedene Gesetzmäßigkeiten, z. B. das gleiche Symmetriegesetz für die Nenner- 
perioden (y „=b, v=1,...,k; b,= 2b,, wenn by, by, . . :,d; die Periode ist), ferner 
eine symmetrische Verteilung der Minuszeichen in der Zählerperiode, schließlich ein 


ne. 


> 


symmetrisches Auftreten gleicher Nennerperioden zu beiden Seiten einer Quadratzahl. 
Der Beweis der ersten beiden dieser aus dem Zahlenmaterial zu induzierenden Ge- 


setzmäßigkeiten wird angekündigt. Hermann Schmidt (Braunschweig). 


Ryde, F.: Tafel und Nomogramm der monotonen, niehtwachsenden Ketten- 


brüche. Ark. Mat. Astron. Fysik A 34, Nr. 11, 13 S. (1947). 

Als ‚„‚monotonen, nichtwachsenden‘‘ Kettenbruch bezeichnet Verf. in vorher- 
gehenden Arbeiten [Ark. Mat. Astron. Fysik. A31, B31 (1945)] einen endlichen KBr 
der Gestalt a, + apa, + a,/ag + As/ag +... + a,/l, worin die a, natürliche Zahlen 
sind, die nicht zunehmen. Nicht jede positive Rationalzahl r >1 gestattet eine 
solche Darstellung, und wenn sie möglich ist, braucht sie nicht eindeutig zu sein. 
Für die Anzahl Nm(r) = 0 der Darstellungen hat Verf. früher (ziemlich unbequeme) 


BRekursionsformeln aufgestellt, mit deren Hilfe er nun Nm(r) für ET ei 


’ 
1 z2q9=2.p—-1=49 berechnet hat, ebenso die zugehörigen KBr (abgesehen von 
den Fällen g= 1, p =16, wo Nm(r) >44 ausfällt!). Ist r eine ganze oder die 
Hälfte einer ganzen Zahl, so vereinfacht sich die Rekursionsformel; im ersten Falle 


’ 
v 


wächst Nm(r) rasch mit r (Nm(49) = 1907). Eine graphische Methode dient zur - 


Prüfung der Rechnung. Hermann Schmidt (Braunschweig). 
Ryde, F.: Eine Produktdarstellung der monotonen, nicht wachsenden Ketten- 
brüche.. Ark. Mat. Astron. Fysik A 34, Nr. 16, 16 8. (1947). 
Zunächst wird die Verwandlung eines endlichen Produkts der Gestalt 


(l) i+z)l-5).-(i >) 


in einen 0 + I-gliedrigen Kettenbruch der Form 

(2) kt Kofky + hılkı + Dfkg— hy 14 kolka— 1)/ky — tits 
durchgeführt, was, wie hervorgehoben wird, im wesentlichen auf eine klassische 
Formel hinausläuft. Nunmehr wird umgekehrt bewiesen, daß ein vorgegeb>ner 
KBr b,+ a,/b, + az/b; + az/b3 ++ a,/b,, wofern nur a,>0, 5, >0 und 
bub, Za,, genau einen zu (2) äquivalenten KBr der Form (2) besitzt, also in die 
Produktgestalt (1) gebracht werden kann. Hieraus ergibt sich dann als notwendige 
und hinreichende Bedingung für die Darstellbarkeit einer Rationalzahl durch einen 
monotonen niehtwachsenden KBr (siehe vorsteh. Referat), daß sie eine Produkt- 
darstellung der Form (1) gestatte, in der die k, rationale positive Zahlen sir.d, die 
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noch gewissen nicht ganz kurz angebbaren, aber in leicht begreiflicher Weise aus 
der Definition des monotonen, nicht zunehmenden Kettenbruchs folgenden Teil- 


barkeitsbedingungen und Ungleichungen genügen müssen. Hermann Schmidt. 
Analysis. 
Mengenlehre: 


Eyraud, H.: Le the&or&me du eontinu. ©. r. Acad. Sci., Paris 224, 85—87 (1947). 

Skizze für einen Beweis des Kontinuumsatzes 2% —yx,. Der ausführliche Be- 
weis dieser bisher nicht bewiesenen Vermutung muß abgewartet werden. Kamke. 
a H.: De la divisibilit& asymptotique. ©. r. Acad. Sci., Paris 224, 169—171 
3 08 

Gegenstand der Note sind monoton wachsende Folgen A =a,,4,, dy,... von 
natürlichen Zahlen. Eine Folge B heißt Teiler einer Folge A, wenn (von endlich 
vielen Elementen abgesehen) alle Elemente von B auch in A vorkommen. Zu 
jeder Ordnungszahl » der dritten Zahlklasse gibt es eine Folge vom Ordnungstyp » 
mit Elementen A, (x < »), so daß jedes A, ein Teiler von 4; für x > ß ist. Zum 
Schluß der Arbeit Hinweis auf einen an anderer Stelle bewiesenen Satz über eine 
geordnete, überall dichte Menge von Teilern. Kamke (Tübingen). 
 Lusin, N. N.: Über die Teile der natürlichen Reihe. Izvestija Akad. Nauk SSSR, 
Ser. mat. 11, 403—410 (1947) [Russisch ]. 

Es werden gewisse Sätze über Teilmengen der natürlichen Zahlen (M,N,...) 
und Mengen derartiger Teilmengen(M, N, .. . .) bewiesen. M und N heißen zueinander 
orthogonal, wenn ihr Durchschnitt nur endlich viele Elemente enthält; MX und %, 
wenn ihre Elemente paarweise orthogonal sind. Es heißt M < N, wenn M zur 
Komplementärmenge von N orthogonal ist. M und N heißen separabel, wenn zwei 
zueinander orthogonale Mengen H und K existieren, so daß für jedes Element M 
von M M< H und für jedes Element N von RN< K. Wenn zwei Mengen W und X 
separabel sind, so sind sie offenbar zueinander orthogonal. Wesentlich schwieriger 
ist dagegen die umgekehrte Frage, wann zwei orthogonale Mengen separabel sind. 
Verf. beweist u.a. die folgenden Sätze: Je zwei abzählbare zueinander orthogonale 
Mengen M und R sind immer separabel (Satz von Dubois-Reymond). Es gibt 
Paare von zueinander orthogonalen Mengen M und N, jede von der Mächtigkeit s,. 
die nicht separabel sind. Ferner werden verschiedene Fragen angegeben, z. B. ob 
es zueinander orthogonale Mengen M und N mit den Mächtigkeiten x, und N, 
gibt, die nicht separabel sind. Nach Ansicht des Verf. sind diese und ähnliche 
Fragen nach den vorliegenden Anschauungen über das Transfinite und die natürliche 
Zahlenreihe nicht lösbar. Ackermann (Lüdenscheid). 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


eLenz, Wilhelm: Einführungsmathematik für Physiker. Wolfenbüttel, Wolfen- 
bütteler Verlagsanstalt G.m.b.H. 1947. 95 8., RM 10.—. 

Das Büchlein, das als Wolfenbütteler Notdruck erschienen ist, trägt mehr den 
Charakter einer mit Beispielen durchsetzten Formelsammlung der Differential- und 
Integralrechnung als den eines einführenden Lehrbuchs und kann, da Verf. auf die 
ausführliche Wiedergabe der Voraussetzungen sowie aller größeren Beweise aus 
Raummangel verzichten mußte, seinen Zweck nur dann voll erfüllen, wenn es neben 
einem regelmäßig besuchten Kolleg benutzt wird. Die besonderen Bedürfnisse des 
Physikers werden durch Behandlung Fourierscher Reihen und Integrale, durch die 
Sattelgunktmethode, die Auswertung von Integralen in Komplexen sowie durch 
einen kurzen Überblick über die Lösungsmethoden der wichtigsten Differential- 
gleichungen berücksichtigt. Leider enthält das Buch einige Unkorrektheiten, die 
auch in einer für Physiker bestimmten Einführung zu beanstanden sind. Vgl. z. B. 
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die Fassung der Quotientenregel (S. 21), die Angaben über den Geltungsbereich der 
Taylorschen Reihe (8. 28) und die Voraussetzung für die Entwickelbarkeit einer 
Funktion in eine Fouriersche Reihe (S. 38/39). Hans Schubert (Rostock). 
Taylor, A. E.: On the need for eare in using a certain integral formula. Amer. 
math. Monthly 54, 156—157 (1947). 2 
Wird die für a? > b? gültige Integralformel 
dx 2 re Pe 
ae Va s j pie 2 
zur Auswertung bestimmter Integrale benutzt, so sind für die beiden Grenzen ver- 
schiedene Bestimmungen des Arcustangens zu nehmen, wenn im Integrationsinter- 
vall tg x/2 unstetig wird. Anwendung auf ein physikalisches Beispiel. Krafft. 
Mahajani, G. $. and Ram Behari: An interesting result in the logarithmie 
expansion. J. Univ. Bombay, II. s. 15, 1—2 (1947). 
Es sei identisch in x 
1+,.24+,22+-. )l+12+92+:.)=1. 
Bildet man mit den a, die Hankelsche Determinante 


und mit den a, die ebenso gebaute Determinante D,, so ist 
D,= (-1P Dy 
für jedes n. Erklärt man die A, durch 
log(1+a,2+a,22-+°*-) A, art, iv 
und entsprechend die 4,, so ist offenbar A„+ 4, = 0. Die A, lassen sich, wie unter 
Verweisung auf die folgende Arbeit ohne Beweis angegeben wird, als n-reihige 
Determinanten explizit angeben. Krafft (Marburg). 
Mahajani, 6. 8.: Generalisation of the expansions of log (1 + x), (1 + x)” and 
e". J. Univ. Bombay, II. s. 16, 1—10 (1947). 
Setzt man 
gl, +, a + +)= a a 
l+,2+,2°+.?=1+Dx+D, 
erxpi+,2 +, +: )=1+K,x + K.+--- 
so lassen sich die A,, D, und v!K, als »-reihige Determinanten schreiben, deren 
Glieder ganzzahlige Vielfache der v + 1 ersten Potenzreihenkoeffizienten 1, 


4y,...,@, sind. Spezialisiert man die a,,@,,... so, daß links Funktionen mit be- 
kannter 'Taylorentwicklung auftreten, so erhält man jedesmal die numerischen 
Werte unendlich vieler Determinanten. Krafft (Marburg). 


Cieeo, John de: An extension of Euler’s theorem of homogeneous funetions. 
Scripta math., New York 13, 48—52 (1947). 

Der Satz von Euler über homogene Funktionen vom Grade n, der meist in 
der Form Pltxz,ty) =t"®(x,y) angegeben wird, läßt sich auch schreiben: 
z=D,+y®,=n®. Aus dieser Formel gewinnt Verf. eine Verallgemeinerung des 
Satzes auf Funktionen ® (x, y), die eine Summe von r homogenen Funktionen vom 
Grade n— r +1 bis n sind. Es gilt die Formel 
y(c-1% T;(« zer ; =rT®, 


7 0x ey 


wo die I% gewisse einfache Koeffizienten sind, die die Zahl der Kombinationen bzw. 


Permutationen von r Elementen bestimmen. Haack (Bad Gandersheim). 


er 1.2 0; 
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Horväth, Jean: Sur le rapport entre les systömes de postulats caracterisant 
les valeurs moyennes quasi arithmetiques symötriques. C.r. Acad. Sei., Paris 225, 
1256—1257 (1947). 

Von J. Aczel [Norske Vid. Selsk. Forhal. 19, 83—86 (1946)] stammt folgender 
Satz: Ist die füra <x, 2, Sb erklärte Funktion m(x,, &,) stetig, symmetrisch 
in &,, x, und bei festem ©, mit x, monoton wachsend, ist ferner m(x, x) = x und 
M(M (%; %5) M(Xz, 24)) = m(m (x, 23), M(X,, &,)), so gibt es eine für a <x <b 
stetige und monoton wachsende Funktion f(x) derart, daß 

Kata any et 
Verf. zeigt, daß dieser Satz eine unmittelbare Folge eines älteren Satzes von Kol- 
mogoroff [Atti. Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. mat. fisie. natur., VI. s. 12, 
388—391 (1931)] und Nagumo [Jap. J. Math. 7, 71—79 (1930)] ist. 
“ Krafft (Marburg). 

Obreskov (Obrechkoff), N.: Über einige Ungleiehungen für die Differenzen von 
Funktionen einer reellen Veränderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 59, 
1399—1401 (1948) [Russisch]. 

Verf. beweist den Satz: Es sei f(x) eine reelle Funktion, die für x > a stetig ist 
und deren Differenzen n-ter Ordnung für &>a« nicht negativ sind. Existiert dann 
eine ins Unendliche wachsende Zahlenfolge y, und eine ganze Zahl m, O <m<n, 
derart, daß lim ww 

Pr) Yn 


Zahlen 2,, &%],; - - -, %,,, die größer als a sind, folgende Ungleichung: 


—4A mit A>a gilt, so besteht für beliebige m+1 


Ss fa) - 
(1ynm| >, Fa) 42% Fo)= II @- 
i=0 ® N) 
Es folgt eine Anwendung auf die Differenz zweier Funktionen Svenson. 
Smith, T.: A series for the stationary value of a funetion. Proc. physic. Soc. 


London 59, 323—326 (1947). 


Es sei eine Funktion f(x, &,, - .., %,) gegeben. Dieser wird ein Operator D 


ur = 2 eur 
-ist, während die Koeffizienten von 


den ersten und zweiten partiellen Ableitungen von f(z,,.. ., x,) abhängen. Mit D 
bildet man die unendliche Reihe 


[o2} 
 ? 1 Mn 
Ei ii 2 Teig 
Falls diese Reihe konvergiert und gliedweise differenziert werden darf, verschwinden 


sämtliche partielle Ableitungen erster Ordnung von F. An einer Stelle, an der f 
stationär ist, ist überdies F = f, d.h. F stimmt überall mit dem stationären Wert 


zugeordnet, der linear und homogen in den 


überein. Die Stelle x, &, - . -, ©,, an der dieser stationäre Wert angenommen wird, 
wird nicht bestimmt. Krafft (Marburg). 


Kronrod, A. 8. und E. M. Landis: Über die Niveaumengen von Funktionen 
mehrerer Veränderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 1269— 1272 (1947) 
[Russisch ]. 

Verf. beweist folgenden Satz: Es sei F(£) eine reelle Funktion, deren Definitions- 
bereich ein n-dimensionaler Würfel Z ist, die in jedem Punkt& CL n-mal differenzier- 
bar ist. Es sei ferner 2 die Menge aller Punkte von Z, in denen sämtliche partiellen 
Ableitungen erster Ordnung von F(£) verschwinden. Dann ist das Maß von 2 
für F(&) gJeich Null. Dabei wird unter dem Maß einer Menge EC R, für eine auf # 
vorgegebene Funktion f(£) das Maß der Menge der Werte der Funktion f(£) ver- 
standen. — Der Beweis benutzt weitgehende Hilfsmittel der Mengenlehre und der 
Theorie der reellen Funktionen, wie den Vitalischen Überdeckungssatz, schwache 
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und starke Differenzierbarkeit einer Funktion bis zur k-ten Ordnung und den Satz 
von Whitney [Trans. Amer. math. Soc. 36, 63—89 (1934); dies. Zbl. 8, 249], 
der mit den gleichen Hilfsmitteln operiert. — Als Folgerungen aus diesem Satz 
und dem Satz von Young über das Verhalten einer Niveaumenge einer reellen 
Funktion von mehreren Veränderlichen (d.i. die Menge der Punkte, in denen die 
Funktion einen bestimmten Wert annimmt) in der Umgebung eines Punktes, wo 
der Gradient von Null verschieden ist, gibt dann der Verf. einige Eigenschaften 
dieser Niveaumengen an, z. B.: Ist F(£) eine in einem n-dimensionalen Würfel 
vorgegebene (n— 1)-mal differenzierbare Funktion, so enthalten fast alle ihre 
Niveaumengen (d.h. alle bis auf eine Menge vom Maße Null) nur im kleinen zu- 
sammenhängende Komponenten. Svenson (Erlangen). 

Ridder, J.: Einige einfache Anwendungen der aerolären Ableitungen und 
Derivierten. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 151—156 (1947). 

L’A. riprende le seguenti definizioni [Acta math., Uppsala, 78, 205— 259 (1946)]. 
Indicati: con B una qual. regione del piano x y, con .J un qual. intervallo appartenente 
a B (insieme con la propria frontiera), con m(J) l’area di J, con R(J) la frontiera 
di J, con n la normale interna a J (nel punto corrente su R(J)), con ®(J) una qual. 
funzione d’intervallo, a valori reali, finiti. — I. E posto 

GN 7, 


lim sup — , = D+ ®(J): „derivata superiore‘ 


m) am | di ®@(J) in un punto 


ee ® R - ® i 
lim inf — ZU — DD, ®(J): „derivata inferiore“ | (z,y) di B, 
m(J)>0 e 
intendendo che J sia quadrato (con lati paralleli agli assi) e contenga il punto (z, %) 
nell’interno o sulla propria frontiera.. — Se & D., „? Ji= D, „P4 ), questo 
comune valore & indicato con Dir» P(J) e chiamato „derivata“. — II. Sia u(r,y) 
una funzione reale, dotata in tutto B delle derivate parziali v,, u, continue. E posto 
BJ) = | Eds, inoltre 
[Ren 


„derivata areolare superiore“ | di v(x, y) in un | = Dr. e DI) 
„derivata areolare inferiore“ | punto (x,y) di B \ = D. „RN. 
SeeD, „DJ = Dan ®,(J), il valore Dan Pu(F) ® indieato con u (x, y) e chia- 
mato „derivata areolare“ di u(«, y) in (x, y). — Il’. Sono definite, per via rieor- 
rente, le „derivate areolari successive‘ (quando esistono). Sono le funzioni 

um (2,y) = Day Day (JS), pr k= 2,8,4,... 
IA. dä aleuni teoremi sulla determinazione di funzioni che possiedono derivate 
reolari (del prim’ord. o di ordini successivi) assegnate, ed anche relativi alla risolu- 
zione delle equazioni funzionali j 
Da, Du) + i Dan D, (7) — oz, Y) T px, Y); | 
um (sy) Hi a y)=plsy)+iyln,y), 
in cui u(z, y), v(x, y) sono le incognite. Tullio Viola (Roma). 
Rads, Tibor: Two-dimensional econeepts of bounded variation and absolute eon- 
tinuity. Duke math. J. 14, 587—608 (1947). j 
Es sei R ein Jordan-Gebiet in der (w=u-+i»)-Ebene, z = tw), we R, 
== © 1 y, eine stetige Funktion in R; es sei 7’ die stetige Abbildung T:2 — tw), 
we R, welche Rin eine Menge T(R) der Ebene z transformiert. Für jeden beliebigen. | 
Punkt z gibt N (z, 7’, R) (Multiplizitäts-Funktion) die Anzahl (gegebenenfalls oo) der 
Punkte we Ran, für die t(w) = z gilt. T wird dann BV (Banach) genannt, wenn 
N (z, T, R) in einem genügend großen Quadrat der Ebene Z-integrierbar ist. Es 
seien T:z=t(w), weR, T,:2—=t,(w), we R, zwei stetige Abbildungen und 
S(T, T,) = max tw) —t1,(w)|, we R. Für jedes ganze K >0 sei eine Menge 


Sal 


X(K,T, R) in der Ebene wie folgt definieıt: Ein Punkt z gehört zu S(K,T, R) 
dann und nur dann, wenn ein & >0 existiert, so daß wir N (z, T*, R) >K für jede 
stetige Abbildung 7’, :z = t,(w), w€ R, haben, welche die Ungleichheit S(7, T,) <e 
erfüllt. In der Ebene z wird die essentielle Multiplizitäts-Funktion K(z, T, R) wie 
folgt definiert: K(z, T,R)=K, wenn z& KK, T,R— K(K+1,T,R), =o, 
wenn ze $!(, T, R). Diese Begriffe führte Verf. schon 1928 ein [Atti Congr. 
internat. Mat., Bologna 1928, 2, 355—360 (1930); Math. Ann. 100, 445—479 (1928)]. 
Wenn K(z, T, R) L-integrierbar ist, dann bezeichnet Verf. T als eBV (essentielle 
beschränkte Variation). T. Radöund P. Reichelderfer haben von diesen Begriffen 
in ihrer Theorie der Transformation doppelter Integrale und in der der Flächenmaße 
[Trans. Amer. math. Soc. 49, 258—307 (1941); 53, 251-291 (1943); dies. Zbl. 24, 
387] Gebrauch gemacht. — Es sei yC Rein einfaches Jordan-Gebiet, c der Rand 
von y (gegen den Uhrzeigersinn), © die geschlossene stetige Kurve der Ebene z, in 
die ce durch 7 transformiert wird, O(z, C) die Ordnung (Kronecker) des Punktes z 
in bezug auf die Kurve € [O(z, ©) = 0, wenn z auf ist]. Setzen wir, für jedes z, 
Y(z, T,R) = ob. Gr. X |O(z, C,)| für jede beliebige endliche Gruppe {y,} einfacher 
Jordan-Gebiete, y,C R, ohne gemeinsame innere Punkte. (z, T, R) wird die 
eharakteristische Funktion der stetigen Abbildung 7 genannt [Ref., Boll. Un. Mat. 
ital., II. s. 4, 109—117 (1942); dies. Zbl. 26, 308]. Wenn Y(z, T, R) L-integrierbar 
ist, dann wird 7 BVC genannt (Ref.). Ref. machte in seiner Theorie [Ann. 
Scuola norm. sup. Pisa, II. s., 10, 253—294 (1941); 11, 1—42 (1942); dies. Zbl. 27, 
206; Mem. Accad. ital. 13, 1323—1481 (1943)] von diesen Begriffen Gebrauch. 
(Ref. hat auch bewiesen, daß eine Fläche $ dann und nur dann von endlichem 
Lebesgueschen Flächenmaß ist, wenn die drei Projektionen von $ auf die Ebenen 
xy, yz, z£ BVC sind). — Verf. beweist in vorliegender Arbeit, daß Y(z, T, R) = 
K(z, T, R) für jedes z mit abzählbaren Ausnahmen ist, und es wird so auch bewiesen, 
daß die Begriffe eBV und BVC gleichwertig sind. Verf. stellt dann einen der AC- 
Begriffe heraus, welche von T. Radö und P. Reichelderfer gebraucht und in 
ihrer Theorie mit ACE bezeichnet wurden (in vorliegender Arbeit eAC). Verf. er- 
klärt auch den von Ref. gebrauchten AC-Begriff (ACC) und beweist, daß die Be- 
griffe eAC und ACC gleichwertig sind. Durch diese Ergebnisse ist es möglich, die 
beiden Theorien zu vergleichen, was jedoch außerhalb des Zwecks der rezensierten 
Arbeit liegt. L. Cesari (Bologna). 
Pettineo, B.: Sulle funzioni integrabili seecondo Pieone Stieltjes. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. fisie. mat. natur., VIII.s. 3, 230—235 (1947). 
Pettineo, B.: Sulla sommabilitä delle funzioni integrabili seeondo Picone 
Stieltjes. I, II, IIL Ibidem 236—241, 512—517, 518—520 (1947). 
Pettineo, B.: Sul massimo e sul minimo integrale di una funzione secondo 
Picone Stieltjes. Ibidem 521—524 (1947). 
Pettineo, B.: Sulla misurabilitä degli insiemi pluridimensionali. Ibidem 
525—530 (1947). 

Es sei x(T) eine additive Intervallfunktion von beschränkter Variation, welche 
für die Intervalle (a, 5) der reellen Achse x definiert ist. Es sei V(7') die totale 
Variation der Funktion a(T) über dem Intervall 7. Es sei A eine beliebige (be- 
schränkte oder unbeschränkte) Punktmenge. Es sei f(x) eine beliebige in A definierte 
Funktion. Es sei [CO]; ı die Klasse der abgeschlossenen und beschränkten Mengen, 
C CA, inder f(x) stetig ist. Verf. nennt oberes und unteres Picone-Stieltjes-Integral 


die obereünd untere Grenze, I’ und I”, des gewöhnlichen Integrals " f(x) da, wenn 
[6; 


[23 


C—4A,0C4A,Ce[C];,a. Wen —-—o<!=I’<+ ooist,nennenwir/=/=I/ 
das Piccne Stieltjessche Integral f f(x) dx, und man sagt, daß f(x) inÄ integrier- 
A 


bar ist. Dann wird f(x) in 4 summierbar genannt, wenn das Integral [|f(®)) dV, 
A 
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endlich ist. [M. Picone, Teoria dell’integrazione, Pisa, Libr. Goliardica, 1945.] 
Die Menge 4 ist in bezug auf die Funktion x meßbar, wenn das Integral J dx endlich 


ist. In der 1. Note überträgt Verf. auf den soeben genannten Integralbegriff einige für 
das Lebesguessche Integral geltende Theoreme. In den 3 folgenden Noten gibt er eine 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine in A integrierbare Funktion 
/(x) auch in A summierbar sei. Inder 5. Note wird bewiesen, daß, wenn wir M, bzw. 


M,die obere und untere Grenze des Integrals f f(x) dx nennen, in dem E eine be- 
E 


liebige Menge ECA, wo f(x) integrierbar ist, bedeutet, dann und nur dann M, 
und M, endlich sind, wenn (x) in A integrierbar ist, und daß dann M, + M, = I 
ist. In der letzten Note wird folgendes Problem gelöst: Sind zwei Funktionen 
x(T,) und ß(T,) gegeben und eine Menge / der Ebene xy, deren Projektion I, in 
bezug auf die Funktion a (7',) meßbar ist, so soll eine notwendige und hinreichende 
Bedingung gegeben werden für die Schnitte K(&) der Menge I mit der Geraden 
x=%,rel, sodaßI/ in bezug auf die Produktfunktion a(7,) $(T,) meßbar sei. 
L. Cesari (Bologna). 

Ridder, J.: Über Stieltjessche Integrale und ihre Anwendung zur Darstellung 
linearer Funktionale. I, I. Nieuw Arch. Wiskunde, II.s. 22, 171—188 (1946); 
220240 (1948). 

Sono date diverse definizioni, indieate con 4, B, (, G=1,2,3,...), D, 
d’integrali di Stieltjes, a seguito di precedenti ricerche dell’A. stesso, di Dushnik, 
Luikens, Kaltenborn ed altri. L’integrale A, € definito per funzioni f(x) limitate 
che, nell’intervallo (a, b) d’integrazione, possiedono soltanto discontinuitä di prima 
specie; esso € ottenuto come limite di somme integrali 


n—1 
S = PRICE [x (Tr) — &(2)], 


tali che, fra i punti di divisione x,, cadano tutti i punti di (a, b) in eui la diseontinuitä 
di f(x) ® > d’un certo & (si fa poi tendere e a 0). Nella definizione dell’integrale B,, 
fra i punti ©, devono invece cadere i punti di discontinuitä di x(x), nei quali la 
variazione totale di x(x) subisce un salto >e. Gli integrali ©, e D, hanno carattere 
piu generale. Con A,, B,, €, (5 >1) sono indicati gli integrali analoghi, definiti 
per funzioni dipendenti da j variabili. — Tutte queste definizioni vengono date, 
applicando il procedimento di passaggio a limite diMoore e Smith. E da osservare 
che, giä da tempo, in corsi universitari e presso l’Istituto di Alta Matematica in 
Roma, M. Pieone ha esposto una definizione d’integrale, sia nel senso di Riemann- - 
Stieltjes che in quello di Lebesgue-Stieltjes, servendosi d’un procedimento di i 
passaggio a limite del tutto analogo e da lui stesso apprestato [nelle Lezioni di analisi 
infinitesimale, Catania 1923]. Picone ha ampiamente sviluppato la teoria dell’inte- 
grazione di Lebesgue-Stieltjes, applieandola a qualunque tipo di funzione di 
Baire ed assumendo come campo d’integrazione un qualungue insieme di Borel 
nello spazio a n dimensioni [Teoria moderna dell’integrazione delle funzioni, Pisa 
1945/46]. — Sembrano tuttavia offrire un certo interesse gli eleganti teoremi ai 
quali giunge I’A., esprimenti la possibilitä di rappresentare, sotto forma d’integrali 
di Stieltjes, funzionali lineari di partieolari funzioni non continue. Viola (Roma). 

Halmos, P. R.: Invariant measures. Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 735754 
(1947). 

Es seien: X eine nicht leere Menge, M ein nicht leeres System von Teilmengen E 
von X und m eine nicht negative, abzählbar additive Funktion mit dem Definitions- 
bereich WU; dann heißen m ein Maß, X ein Maßraum, die Mengen aus M meßbar. 
m sei o-finit, d.h. X sei die Vereinigung abzählbar vieler Mengen mit endlichem 
Maß. Weiter sei 7’ eine eineindeutige Abbildung von X auf sich; für jede meßbare 
Menge E seien auch 7 E und T-1E meßbar. Ein zweites Maß m’ heißt stärker als m, 


| 
1 
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wenn aus ın’ (#) = 0 weiter folgt m(E) = 0, und invariant (bez. 7), wenn m’(TE) 
= m’ E ist für jede meßbare Menge E. Das (ungelöste) Problem der Theorie dieser 
Masse lautet: Existiert immer ein invariantes o-finites Maß m’, welches stärker 
ist als m? Verf. studiert dieses Problem und untersucht systematisch seine Bezie- 
hungen zu verschiedenen möglichen Bedingungen für T. Als eventuellen ersten 
Schritt in Richtung auf eine (negative) Lösung beweist Verf. einen Struktursatz 
für 7 (Zerlegung von T in zwei Faktoren). Das Hauptresultat der Arbeit ist die 
Angabe einer notwendigen und hinreichenden Bedingung für die Existenz eines 
invarianten, o-finiten Maßes, das stärker ist als m. Das Problem besteht also jetzt 
darin, ob diese Bedingung immer erfüllt ist. Weiter wird untersucht, wieweit ein 
endliches invariantes Maß durch 7 eindeutig bestimmt ist. Schließlich befreit 
Verf. einige Resultate von E. Hopf [Trans. Amer. math. Soc. 34, 373—393 (1932); 
dies. Zbl. 4, 260] von unnötigen Voraussetzungen. Nöbeling (Erlangen). 

Buseman, H.: Intrinsie area. Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 234—-267 (1947). 

Es hat sich herausgestellt, daß es unmöglich ist, das Areal (= n-dimensionaler 
Flächeninhalt) so zu definieren, daß es allen Forderungen genügt, die man ver- 
nünftigerweise an es stellen wird. So ist beispielsweise die Unterhalbstetigkeit 
unvereinbar damit, daß eine Fläche mit endlichem Areal im Euklidischen Raum 
stets das Lebesguesche Maß Null hat. Es ist also nötig, die Forderungen an das 
Areal zu reduzieren. Verf. sagt, es bestehe allgemeine Übereinstimmung darüber, 
daß das Areal A folgenden Forderungen genügen müsse: 1. A ist eine Verallgemei- 
nerung der Bogenlänge; 2. für stückweise Euklidische Mengen ist A gleich dem 
elementaren Inhalt; 3. für eine glatte Fläche eines Riemannschen Raumes hat 4 
den üblichen Wert; 4. A ist intrinsek (d.h. unabhängig von der Einbettung in 
einen Raum; Verf. interpretiert dies dahin, daß A nur von den geodätischen Ab- 
ständen auf der Fläche abhängen darf); 5. eine Fläche mit größeren intrinseken 
Abständen hat das größere Areal (über diese Forderung besteht nach Verf. weniger 

ereinstimmung). Verf. studiert nun die Grundeigenschaften des folgenden, den 
Bedingungen 1. bis 5. genügenden Areals. Es sei F ein n-dimensionaler, metrischer 
Raum mit der Eigenschaft, daß je zwei Punkte x und y von F durch einen Bogen 
(topologisches Streckenbild) CF verbunden werden können; der geodätische 
Abstand y (x, y) von x und y ist die untere Grenze der Längen aller x und y verbin- 
denden Bogen. Das ArealA von F definiert Verf. nun als das n-dimensionale 
HausdorffscheMaß von F’ bezüglich der Metrik y (also A=n"/?2” I"1(n +21) lim A(e), 
wobei A(e) das Infinum der Summen L£x”(F,) für alle Überdeckungen von F durch 
abzählbare viele Mengen F,C F mit Durchmessern «& (F,)< e bezüglich der Metrik y 
ist; gibt es nicht für jedes € > 0 eine solche Überdeckung, so wird A = + 00 ge- 
gesetzt). — Ref. erlaubt sich folgenden Einwand. Die Verwendung des geodätischen 
Abstandes hat zur Folge, daß das Areal nicht monoton ist. Man kann nämlich in 
der Euklidischen Ebene eine Teilmenge T der abgeschlossenen Kreisscheibe 5 
angeben, die homöomorph ist zu S und deren Areal = + oo ist (7 wird so kon- 
struiert, daß auf ihrer Begrenzung unabzählbar viele Punkte liegen, die zu je zwei 
einen geodätischen Abstand + oo haben). Ref. ist der Ansicht, daß die Monotonie 
eine conditio sine qua non für ein Areal ist. Nöbeling (Erlangen). 

Mambriani, Antonio: Sul problema di Geöeze. Ann. Scuola norm. sup. Pisa, 
Sci. fis. mat., II. s. 13, 1—17 (1948). 

Mari nennt Lebesgue-Flächenmaß L(S) einer gegebenen Fläche $ den unteren 
Limes der- elementaren Flächenmaße A(N$) der polyedrischen Flächen I, wenn 
|), &|| — 0, wobei ||S, & || die Distanz nach Frechet zwischen den beiden Flächen 
ist. Nennen wir L*(S) das gleiche Flächenmaß, welches man dadurch erhält, daß man 
zu der obigen Definition die Bedingung hinzufügt, daß die Flächen Sin S einbe- 
schrieben seien, d. h. ihre Eckpunkte alle zu der Fläche 8 gehören. Es liegt klar auf 
der Hand, daß L($) <L*(S). — T.Radö hat das Problem, ob Z($) = Z* (8) 
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sein kann, Geöeze-Problem genannt. T. Radö und Huskey [Amer. J. Math. 65, 
361—381 (1943); Duke math. J. 11, 333—339, 417—506 (1944)] haben für die 
Flächen des Typs z= f(x, y) (*) hinreichende Bedingungen dafür gegeben, daß 
L($) = L* (S) sei. Verf. beweist in vorliegender Arbeit, daß für jede Fläche 
S:x = x(u, v), y= y(u, v), z= z(u, v), (u,v)eQ = (0,1, 0,1), wenn die Funktion 
x, y, 2 absolut stetig in @ und ihre partiellen Ableitungen x,, ,, - - -, 2, *-integrierbar 
in Q sind, L($) — L*(S) ist. Als Korollarium wird erhalten, daß diese Gleichheit 
für jede Fläche des Typs (*) von endlichem Lebesgueschem Flächenmaß gilt und 
somit das frühere Ergebnis von Radö und Huskey vervollständigt wird. Die 
Arbeit stützt sich auf frühere Ergebnisse des Verf. über die Approximation des 
Lebesgueschen Integrals [Boll. Un. mat. Ital., III. s. 2 (1947); Ist. Lombardo Sei. 
Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur., III. s. 80 (1947)]. [Ein neuer Beweis von T. Radö 
des Theorems von Mambriani erscheint demnächst. (Ref.)] L. Cesari (Bologna). 


Allgemeine Reihenlehre: 


Titehmarsh, E. €.: On series involving divisors. J. London math. Soc. 22, 179 
bis 184 (1947). 
Es handelt sich um das asymptotische Verhalten der Laınbertschen Reihe 


zu = 
K 4 n=]1 m= |] 
fürz>oe * (<hsk, (h,k) = 1), genauer um das Verhalten von 
h 


2ri—ä 
F6nB=/e * ) m>0) 
für hinreichend kleines |ö'. Nach Aufspaltung der Lambertschen Reihe in Teilreihen, 
deren Summationsbuchstabe je eine feste Restklasse mod k durchläuft, wird die 
einzelne Teilreihe gemäß der Eulerschen Summenformel in vier Summanden zerlegt. r 
Die wesentlichen Schwierigkeiten erwachsen aus der Untersuchung der Glieder von j 
00 S 


’ 


der Gestalt J (x— [x] —}) P (x) dx. Als Ergebnis entsteht zunächst j 


(2) F(ö, h, k) - 1, (log — 2logk + y) + O(k log k) 


für ld Sa, 0 Sargö Sa/4 (y = Eulersche Konstante). Im Falle k? di £n, 
a/4 <argd <n/2 ergibt sich eine asymptotische Funktionalgleichung, nach der 


2ni „(An ; ne 
F(ö, h, k) — re „—W, k) die Gestalt der rechten Seite von (2) hat; hier ist 
hh = 1 (modk). Schließlich gilt für 2? <ANRS ((<A<r/2) eine zu (2) 
analoge Formel mit einem zusätzlichen O-Glied auf der rechten Seite. Petersson. 

Atkinson, F. V.: The Abel summation of eertain Dirichlet series. Quart. J. 
Math. (Oxford Ser.) 10, 59—64 (1948), 


Es wird das modifizierte Abelsche Summationsverfahren 
. © | 
lim ( Ya,nnt.end — f(s, 9) 
5>0\T 
an zwei Beispielen auf seine Wirksamkeit untersucht, nämlich bei der Zetafunktion 
und einer Dirichletschen Reihe, welche mit der Zahl p(n) der uneingeschränkten 
Zerfällungen von n zusammenhängt. Im Falle der Zetafunktion ist 
lim (£ n«nr® — I(1=s) 5) =((s) 


6>0\1 
für alle s, ausgenommen die positiven ganzen Zahlen. A. Pfluger (Zürich). 
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Reed, I. S.: On a continued fraetion related to Euler’s eonstant. Rev. Ci., 
Lima 49, 239—245 (1947). 


Es sei y die Eulersche Konstante. Mittels der Differenzengleichung für die 


logarithmische Ableitung der Gammafunktion erhält man für N ”__ formal einen 


unendlichen Kettenbruch. Von diesem wird nachgewiesen, daß er zwar konvergiert, 


aber nicht mit dem Wert T 4 gu sondern mit dem Wert 1. Krafft (Marburg). 


Agnew, R. P. and R. J. Walker: A trigonometrie infinite produet. Amer. math. 
Monthly 54, 206—211 (1947). 
Die Gültigkeit der von Dobrinsky [Arch. Math. Physik 59, 98—100 (1876)] 
aufgestellten, aber nur unzureichend begründeten Limesrelation 
lim tg x (tg 2x)" (tg 4x)... (tg Mo)'ın — 4 sin? x 
n—>00 
wird eingehend untersucht, insbesondere wird präzisiert, welche Werte der Wurzeln 
links zu nehmen sind. Unter Heranziehung eines Satzes von Borel über Dualbrüche 
ergibt sich: Bei geeigneter Erklärung der unter dem Limeszeichen auftretenden 
Wurzeln ist die angegebene Limesrelation richtig für alle reellen x, ausgenommen 
für eine Menge vom Maß Null. Ist x komplex und # eine beliebige reelle Zahl, so 
kann man die Werte der (tg 2r x)2” (n=1,2,...) so auswählen, daß der Limes den 
Wert 4exp (2%(xz) + id) sin? x annimmt, vorausgesetzt, daß x nicht einer gewissen 
Menge vom Maß Null auf der reellen Achse angehört. Krafft (Marburg). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Chandrasekharan, K. and $S. Minakshisundaram: Some results on double Fourier 
series. Duke math. J. 14, 731—753 (1947). 

Die von Bochner [Trans. Amer. math. Soc. 40, 175—207 (1936); dies. Zbl.15, 
157] herrührende Behandlung der Fourierschen Doppelreihen SC, , exp? (px-+qy) 
mit Hilfe der „sphärischen‘“ Teilsummen 


8,8, 9) = & Art, 9) A, Y)= , 5 Gap UPpz+gY) 


P+g=V 
hat viele Vorzüge vor der gewöhnlichen Theorie, in der Rechteckssummen heran- 
gezogen werden. Sie benötigt nicht den Begriff der kreuzförmigen Umgebung, und 
ihre Summierbarkeitssätze haben einen Lokalcharakter. Die Rieszschen Mittel der 
Ordnung k > 0 haben hier die Form 
Tia,)= 3 (kB pP— gr 0, exp ipz+gy) 


p* 7 E<R: 
— OR [tr IlRi)d (R>H+ oo), 
0 


wobei f,,(t) = Lf(x, y; t) das arithmetische Mittel von f auf der Kreislinie mit dem 
Radius t und dem Mittelpunkt x, y, C, eine Konstante und J,(w) die Besselsche 


Funktion I-ter Ordnung bedeutet. Die Verf. setzten die Bochnersche Untersuchung 


' fort. Von den Ergebnissen seien genannt: 1. Im Fall g (t) = f,,() — fx, y) = O(tP), 


® >0, werden Abschätzungen der Differenz TR (x, y)— f(x, y) angegeben, z.B. 
O(R®) für k >© +1}. Ein ähnliches Ergebnis gilt mit der Metrik des Raumes L,. 
3. Der Satz über die Konvergenz der Reihe NA,(x, y) enthält eine Taubersche Be- 
dingung: Piese Konvergenz folgt aus g()=o(P), 0 so <k—4$, und 
0-0 (Pr + y1+0lk. 3. Für 0 =0 folgt umgekehrt aus („=0(P+ J) 
und der Konvergenz von IA, = s, daß f,,(t) > s strebt. 4. Ist flz,y) = ge) h(y) 
mit Funktionen g,h von beschränkter Schwankung, so konvergiert IA,(z, Yy). 
5. Das Analogon eines Satzes von Rogosinski über einfache Fouriersche Reihen 
sieht so aus: Strebt f,,(t) > s für t— 0, so gilt L’r(x, y; on"h) — s, falls J,(e) = 0 


23* 
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ist. 6. Wie bei Minakshisundaram und Szäsz [Trans. Amer. math. Soc. 61, 
36—53 (1947)] wird für die Klassen Lip (x, p) die Konvergenz von X |. a P 
mit passendem ß > 0 bewiesen. @.@. Lorentz Kim ji 
Salem, R. and A. Zygmund: On lacunary trigonometrie series. II. Proc. nat. 
Acad. Sci. USA 34, 54—62 (1948). 
Frühere Ergebnisse der Verff. [Proc. nat. Acad. Sei. USA. 33, 333— 338 (1947); 
dies. Zbl.29, 119] werden in verschiedenen Richtungen verallgemeinert. Es sei 


S 2 Eu 
(1) 3u= = (a c0o8n,2 + b,sinn,z), "Hm Zq >1, 


eine lakunäre Eike Reihe, c, = (2 + 59"",,0, = (it +} 
und $,(x) die Teilsumme von (1). Sie haben bewiesen, daß die Verteilungsfunktion 
von s, (x)/C, in (0,2x) gegen die Gaußsche Verteilungsfunktion konvergiert. Jetzt 
wird gezeigt, daß dies auch mit nichtganzzahligen n, richtig bleibt; ferner mit 
beliebigen linear unabhängigen n,, wenn das Intervall (— 00, + 00) zugrunde 
gelegt wird. Eine ähnliche Aussage gilt für die Reihe Ya, f(n, x), bei der f(x) 
ein trigonometrisches Polynom ohne freies Glied bedeutet und für die linearen Mittel 
5%, %, der Reihe (1). Auch die asymptotische Unabhängigkeit von 8, (r)/C, und 
k 


Sn (2)/C} für zwei Reihen der Form (1) wird betrachtet. Das wichtigste Beweismittel 
ist die Darstellung der charakteristischen Funktion asymptotisch durch ein Integral 
eines Produkts der Form II (1-+ ib, cos n,%). @.@G. Lorentz (Tübingen). 


Boas jr., R.P. and H. Pollard: Complete sets of Bessel and Legendre funetions. 
Ann. Math., Princeton, II.s. 48, 366—384 (1947). 
Verff. nennen eine Folge von Funktionen f,(x) vollständig in einer Menge von 
d 


Funktionen F' (a, b) oder einfach vollständig F(a, b), wenn aus J /„.(x) g(2) de —= 0 


(rn =1,2,...), wobei g(x) eine Funktion der genannten Menge ist, folgt, daß g(x) 
überall im Intervall (a, b) höchstens mit Ausnahme einer Nullmenge verschwindet. 
LP bedeutet z. B. die Menge der Funktionen, bei denen die p-te Potenz des Betrages 
in dem betreffenden Intervall integrierbar ist. Es werden zwölf Vollständigkeits- 
kennzeichen für verschiedene Folgen der Besselschen bzw. Legendreschen Funk- 
tionen vom Typus J, (A, x) bzw. P, (A, x) aufgestellt, wobei die A, gewisse reelle 
Zahlenfolgen sind. Manche dieser Kennzeichen laufen darauf hinaus, festzustellen, 
daß die vorgelegte Funktionenfolge vollständig ist, wenn eine passend zugeordnete 
Folge von Funktionen, z. B. von trigonometrischen Funktionen, vollständig ist. 

Lense (München). 
Gewöhnliche Differentialgleichungen: 


Faedo, S.: Sulla stabilitä delle soluzioni delle equazioni differenziali lineari. 
I, H, III, IV. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisie. mat. natur., VIII. s. 
2, 564—570, 757764; 3, 3743, 192-198 (1947). 

Betrachten wir die Differentialgleichungen 


pe + tal yrit +, +m,lly=b+golt), | 

ger) ar) nn a, an — 1) n. v.. 4 Aa, z_=N. 

Es sind folgende Sätze bekannt: A. Wenn die Bedingungen gelten: 1. lim 9a)=0,4 

. * 7 * > a | 

=0,1,2, ‚n;2. die Wurzelnz,@? = 1,2,..,n, der charakteristischen Gleichung 
-2R 4a zu vw +a, = 0alle feel, nicht null und alle voneinander verschieden, 

dann läßt (*) ein Integral y(t) zu, für welches | 

lim yt)=k im MP! ()=0, r=1, Arad 1 k= dia, 
t> +00 t> +0 


! 


[Perron, J. reine angew. Math. 142, 254—270 (1913), 143, 2950 (1913)]; B. Wenn 
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folgende Bedingungen gelten: 1., 3. die Wurzeln 2, t=1,3,...,:, sind reell oder 
komplex, auch mehrfach, und die mit R(z,) = 0 sind einfach; 4. b = 0 oder a,=+0; 
5. die Funktionen @,(), © = 0,1,...,n sind in (ty, + oo) absolut integrierbar, dann 
gilt die Behauptung A [L. Cesari, Rend. Sem. Mat. Univ. Roma, IV.s.3, 171—193 
(1939); dies. Zbl. 22, 338]. Verf. erwähnt eine spätere Arbeit des Ref. [Ann. Scuola 
norm. sup. Pisa, 1I. s. 9, 163—186 (1940); dies. Zbl. 24, 35] ohne jedoch hier auf die 
Grundgedanken derselben einzugehen. — Verf. gibt verschiedene Vervollständi- 
gungen zu den vorstehenden Sätzen. Eine davon ist, daß in Satz B die Bedingung 
1. wegfallen kann. Eine weitere, daß die Bedingungen 3. und 4. in Satz B durch die 
folgende, nicht allgemeinere Bedingung ersetzt werden können: 6. die Funktionen 
Plo,(t),@=0,1,2,...,n sind absolut integrierbar in (fg; + 00), wenn » die größte 
Vielfachheit der Wurzeln z, ist. Sagen wir nun, daß ein Integral y(t) von (*) „be- 
schränkt‘ ist, wenn es eine Konstante C gibt, so daß WOHI<COrSDE..,R 
für jedes {, <t< +00. [Verf. nennt das Integral y(t) „stabil“, während heute 
diesem Ausdruck gewöhnlich eine andere Bedeutung beigelegt wird. (Ref.)]. Verf. 
‚beweist, daß unter den Bedingungen 3., 5. oder der Bedingung 6. die Gesamtheit 
der „beschränkten“ Integrale von (*) die gleiche Dimension wie die der „beschränkten“ 
Integrale von (**) hat. Verf. gibt überdies Entwicklungen in stets konvergierende 
Reihen der beschränkten Integrale von (*). L. Cesari (Bologna). 
Ghizzetti, Aldo: Sul eomportamento asintotico degli integrali delle equazioni 
differenziali ordinarie, lineari ed omogenee. Giorn. Mat. Battaglini. 77, 5—27 (1947). 
Verf. stellt für die lineare, homogene Differentialgleichung 


a 


a) Ze + = 


in der die a, Konstanten, die @,(x) reelle oder komplexe, in (0, 00) quasistetige 
Funktionen der reellen Veränderlichen = sind, den folgenden Satz auf: Wenn für 
die Gleichung mit konstanten Koeffizienten 


n—1l 
3 a, (2) + y9 (a) =0 
T=0 


die n Wurzeln 9,,05, - - -,o, der charakteristischen Gleichung 
n—1 1 

(2) Zr = 
r=0 


paarweise verschieden sind und wenn die Funktionen g, (x) in (0, + co) summierbar 
sind, dann besitzt die Gleichung (1) n unabhängige Integrale y, (x), Y5(&), . . +, 4, (&), 
die samt ihren Ableitungen bis zur (n— 1)-ten Ordnung im Unendlichen folgendes 
Verhalten haben: 1 

vr (&) 


Im ———— gt = |,; 9 2” 
u Ei o (i ns — le al), 
Ein anderer Satz behandelt im Spezialfalln = 2den Fall, daß (2) mehrfache Wurzeln 
hat. Schließlich entwickelt Verf. mittels der Variablentransformation x = —Igt die 
Form, die die beiden angeführten Sätze für eine Differentialgleichung annehmen, deren 
Koeffizienten im Ursprung singulär sind. — Alle diese Ergebnisse sind auch in einer 


früheren Arbeit von $. Faedo enthalten [Il teorema di Fuchs per le equazioni 
differenziali lineari a coefficienti analitici e propriet& asintotiche delle soluzioni. 
Ann. Maf-pura appl. 25, 111—133 (1946)]. S. Cinquini (Pavia). 
Bellman, Richard: The boundedness of solutions of linear differential equa- 
tions. Duke math. J. 14, 83—97 (1947). R 
Verf. hat in einer früheren Arbeit [Duke Math. J. 10, 643—647 (1943)] folgenden 
Hilfssatz bewiesen, welcher in vorliegender Arbeit gegeben wird: Wenn y(t), z4t) 
nicht negative Funktionen (£ >t,) sind, wenn c >0 eine Konstante ist, wenn 


liegender Arbeit, daß zahlreiche bekannte Ergebnisse über das asymptotische 

Verhalten der Lösungen von Differentialgleichungen oder von Differentialgleichungs- 

systemen in gleicher Weise durch den vorstehenden Hilfssatz bewiesen werden können. 

So gelangt Verf. zu den bekannten Theoremen von Hukuhara-Dini, Wiman, 

Biernacki. Verf. beweist außerdem folgendes neues Theorem: Betrachten wir das 

N 

System O2 =. (-a, +9; + Y)%pi=123...,n(*; wenn1.a,=a;,, kon- 

stant sind, Ya, , >48, 2.09,=-d,,|8 9, ,2|<g E27, 0<g<c, 
+00 +00 

3. Bla <+o,/[ Pd <+@,i,5=1,2,...,n, dann sind alle Integrale 
6 Ö 

des Systems (*) beschränkt. Es werden weitere Anwendungen dieses Hilfssatzes 


gegeben. L. Cesari (Bologna). 
Bellman, Richard: The boundedness of solutions of infinite systems of linear 
differential equations. Duke math. J. 14, 695— 705 (1947). 
Verf. betrachtet ein System unendlicher linearer Differentialgleichungen 
 ' PILLE D 
a au G=L%...) 
in dem die a,, Funktionen von t sind. Verf. bemerkt zuerst, daß auch nicht lineare 
Systeme in Systeme von der Form (1) transformiert werden können. N. Arley 
und V. Borsenius haben in einer früheren Arbeit [Acta Math., Uppsala, 76, 261 
bis 322 (1945)] bewiesen, daß das System (1), wenn _S |a,,| < + 0, X |z,(0)] < + ©, 


) 


47 I 

eine und nur eine Lösung [z,(t), @—=1,2,...,2>0] hat, so daß $£ |x,(t)| < + 
i 

für jedes t >0 gilt. Verf. beweist folgende beachtliche Erweiterung des vorigen 


Theorems: Wenn für einp>1, (FI ja, PP "< +00, 1/p+1/p' =1, N |z,(0)?<-+00, 


| i j i 
dann hat das System (1) eine und nur eine Lösung, so daß N |x,(t)? < + 00 für 


u ie | 
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t 
y() <c+ Szydt ist, dann gilt für jedest>t, auch y<e oo[/2dt). H. Weyl 
to 
[Amer. J. Math. 68, 7—12 (1946)] gibt einen anderen Beweis dafür. Verf. zeigt in vor- 
| 


: 
jedest = 0 gilt. Verf. gibt auch für dieses Theorem Erweiterungen und Anwendungen. 
Trotz der Schwierigkeit des Problems sind die Beweise einfach und elementar und - 
stützen sich zum Teil auf einen schon früher vom Verf. herangezogenen Hilfssatz 
|vorsteh. Referat]. L. Cesari (Bologna). 

Cetaev, N. G.: Über das Vorzeichen des kleinsten Eigenwertes. Priklad. Mat. 
Mech., Moskva 12, 101—102 (1948) [Russisch ]. 

Im Zusammenhang mit der bekannten Liapounoffschen Theorie des Problems 
der Stabilität der Lösungen eines Systems von Differentialgleichungen wird dieses 
Problem, in Vervollständigung früherer Arbeiten [N. G. Cetaev, Priklad. Mat. 
Mech., Moskva 8 (1944), 9 (1945); K.P. Persidskij, Mat. Sbornik 1938], mit der 
Bestimmung des Vorzeichens der charakteristischen Wurzeln einer Determinante 
in Verbindung gebracht. L. Cesari (Bologna). 

Levinson, Norman: Perturbations of diseontinuous solutions of non-linear 
systems of differential equations. Proc. nat. Acad. Sci. USA 33, 214—218 (1947). 
Für Systeme der Form 

= hl nazu, tie) D(zyr., Wire ol...) 
EU + IA. Han et, 


ey 


(1) 


worin & ein positiver Parameter ist, und die zugehörigen „degenerierten Systeme“ 


% = hy: 50) 4 Dlyı 995650) W=1,2,...,n) 


2 nr 
(2) AN Feuer Fre a 20 1) 5 In. 7 TO een KR 1 5 1 ni) 
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wird ohne Beweis ein Satz mitgeteilt, der beasgt, daß in der nachstehend angegebenen 
Weise definierte Lösungskurven (\, von (2) durch Lösungen (, von (1) approximiert 
werden können. Die stetige Kurve (©, des (n + 2)-dimensionalen Raumes heißt 
(unstetige) Lösung von (2) in einem Inteıvalla <t Sß, wenn (a, ß) in endlich 
viele Teilintervalea = <<" <u<myı<<nm=Pß zerlegt werden 
kann, in deren Innerem ©, durch den Vektor Y(t) = (y(t), - - -, Yy„(t), v(t)) darge- 
stellt wird, wo Y (t) eine stetig differenzierbare Lösung von (2) ist, wenn die Annähe- 
rungswerte Y (7 — 0) und Y (rt + 0) existieren und wenn C, aus den Kurvenbögen 
7 = ll), n<e <T;1, und den Sprungstrecken zusammengesetzt ist, die sie ver- 
binden. Außer den üblichen Stetigkeitsvoraussetzungen sind die Bedingungen, 
unter denen die Approximation gesichert wird, die folgenden: Es sei 
hl): lt, vl; Et fürn, 
ya — 0), eo. wor 0), ® (7 TER 0); T7;0) > 0, 
ya —B8),. . -, y„ (a — 6), 0 (7 — 6); —6;0) >0 für kleine positive 6, 
sum + 09),... a4 0),va+ 0,750) 0. 
Bezeichnet 7, (8: 73), . . ., 7, (0; T;) diejenige Lösung des Systemes 
dy 
ke.) Pd... .n, 
für welche ,(#(7 — 0): 7,) = (Tr; — 0), ist also 


0 
„nam 0)+ S kimlesta),.. 1.0; 72); 0572; 0) do, 
v(77-0) 
so sei das letzte Integral ungleich 0 für Werte von v, die zwischen «(7 — 0) urd 
v (7, —+- 0) liegen, und gleich 0 für v = v(t, + 0). Schließlich werde 


wenn man diesen Ausdruck an der Stelle (y, (7 — 0), : . ., y, (7 — 0), v(t — 0); 7; U) 
bildet. M. Müller (Tübingen). 

Bajada, E.: Le approssimazioni nella risoluzione delle equazioni differenziali 
ordinarie. II. Applieazioni. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. fisic. mat. natur., 
VII. s. 2, 398—402 (1947). 

Wie bekannt, ist das Approximationsverfahren von L. Tonelli [Bull. Caleutta 
math. Soc. 20, 31—48 (1928)] der von einem Punkt (x,, y,) ausgehenden Integrale 
der Differentialgleichungen y’ = f(x, y) (*) anwendbar unter der einzigen Voraus- 
setzung, daß die Funktion f(x, y) stetig ist. Unter dieser Voraussetzung können 
nicht unbedingt alle Integrale von (*), welche von einem gegebenen Punkt (x), %9) 
ausgehen, nach dem Tonellischen Verfahren approximiert werden. Verf. verall- 
gemeinert das Tonellische Verfahren, indem er verschiedene willkürliche Elemente 
einführt. Durch nähere Bestimmung dieser Elemente kann jedes beliebige Integral, 
welches von einem gegebenen Punkt ausgeht, approximiert werden. Außerdem ist 
es stets möglich, mit dem aufgezeigten Verfahren das obere oder das untere Integral 
von (*), welches vom gegebenen Punkt (x), 49) ausgeht, zu approximieren. Cesart. 

Levi, Beppo und Jose L. Massera: Untersuchung einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung im Großen. Math. Notae, Rosario 7, 91—155 (1947) [Spanisch ]. 

Il primo capitolo & dedicato allo studio delle proprietä analitiche delle soluzioni 
dell’equazione 
(1) # vu =r. 

Gli integrali sono simmetrici rispetto all’asse delle x; quelli che soddisfano le con- 
dizioni iniziali (0) = 0, y'(0) =p=# 0, posto x = p?, ammettono lo sviluppo in 
seriey— pr (E+b, &+b,&+ - -  )le quali hanno un raggio di convergenza compreso 
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tra 1e2, mentre gli integrali che soddisfano le condizioni iniziali y(0) = 0, 


y' (0) = 0 non sono sviluppabili in serie di Taylor nell’intorno dell’origine. — 
ammette i due integrali particolari 


(2) | Y=+2rhlV3, y-—2@h]V3. 
Posto poi 
(SH .n, y=zhu z=e, w(u) = dujdv, 
si ha per w l’equazione trasformata 

dw; 1 „a ch 
(4) uw, +2uwt zu u. 


e inversamente da ogni soluzione di quest’ultima si ottiene una soluzione della (1) 


u 

eliminando u evtrale (2)ev+c= M du/w(u). — Nel capitolo secondo vien dato 
un primo esame grafico delle soluzioni della (1) in tutto il loro campo di esistenza. ns 
Nel capitolo terzo si procede all’esame preciso e minuzioso delle proprietä degli integrali 
della (4). Questa equazione ammette i due punti singolari vu = + 2//3, w=0; 
essi sono due fuochi (Strudelpunkt) e ad essi corrispondono gli integrali (2). — 
Limitandosi, come & lecito, agli integrali della (1) del primo quadrante, se ne deduce 
il loro comportamento asintotico rispetto alle parabole y = e =": (ce — cost.), e la 
dimostrazione deil’esistenza di infinite intersezioni di esse con la parabola 
y- 2a’2/y3. Giovanni Sansone (Firenze). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Myskis, A.: Über die Methode von A. Haar über die Eindeutigkeit der Lösung 
des Cauchysehen Problems für Systeme von partiellen Differentialgleichungen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 21—24 (1947) [Russisch ]. 

Ein Hilfssatz von A. Haar [siehe C. r. Acad. Seci., Paris 187, 23—25 (1928); 
Atti Congr. internat. Mat., Bologna 1928, 3, 5—10 (1930); Acta Univ. Szeged, 
Sect. Sci. math. 4, 103—114 (1928)], aus dem die Eindeutigkeit der Lösung des 
Cauchyschen Problems für die partielle Differentialgleichung 


ou 2; au , i 
öx, = Bl ER u, Lu) Zu, A b(x,, .n., %.) %.7 Ma “0%, %4) 
(a, und 5 beschränkte Funktionen, u(x,...,%,) für x, = 0 vorgegeben) folgt, 


wird so erweitert, daß diese Bindeutigkeit auch für ein System von partiellen Dif- 
ferentialgleichungen 


a k n Zu k 

CU, 4 h vi au, f . j f 

==> 2 Ayla + >; bl: 2,)u; > fleiuk,), s=l,..yk 
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für gewisse Klassen holomorpher Funktionen «, erhalten bleibt. «a,,, und b,, be- 
deuten dabei im Definitionsbereich beschränkte Funktionen, alle u, sind für x, = 0 
vorgegeben. — Worauf es bei den Bedingungen, denen diese Funktionsklassen 
genügen sollen, besonders ankommt, wird durch Angabe von Gegenbeispielen von 
Gleichungssystemen gezeigt, bei denen die Eindeutigkeit der Lösung nicht mehr 
besteht. Svenson (Erlangen). 

Churgin, Ja. I.: Über die Eindeutigkeit der Lösung des Cauehyschen Problems 
für lineare partielle Differentialgleichungen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 
12, 213—223 (1948) [Russisch ]. 

Ziel des Verf. ist der Beweis der Eindeutigkeit der Lösung der linearen, partiellen 
Differentialgleichung 


I um okıt**"+Kkn 
7 fe) U 
b,. (t) > dj; (x Ks El > . 
N Pe kn A) Z ERETLENG. 
k=0 $ N j k Z Oxkı Oxkn ; ee 36 


mit stetigen Funktionen 5,(t) und f(x\,...,%,,t) in einem n + 1-dimensionalen 


| 
| 
| 
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Gebiet @ mit der Oberfläche F, das sich im Halbraum { >0 erstreckt. Die Ko- 
effizienten az, , ..., x, werden speziellen, der weiterhin geschilderten Lösungsmethode 
angepaßten Bedingungen unterworfen. Diese Differentialgleichung ist zwar spe- 
zieller Natur, jedoch von einer beliebigen Anzahl der unabhängigen Veränderlichen, 
von beliebiger Ordnung und je nach Wahl der Koeffizienten von einem beliebigen 
Typus (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch, ultrahyperbolisch). Es genügt, die 
betreffende homogene Gleichung zu betrachten, für deren Lösung die Cauchyschen 
Randbedingungen 


ou 


7 ı — —| —= = 3 I 
u. 0, EI 1m ze Ira, . ont 1), 
au | 3 
Oxkı 2. .Oackn 5 m (ktk+ Esch uk, = (I L 2:6: 0 u) 
angesetzt werden. — Zur Lösung geht der Verf. so vor, daß er 
gkı+"*+Em 
A= >> BE EN ee 
kıt kn <m oc E Oachn 


als einen Differentialoperator in’ einem gewissen Bereich eines komplexen Hilbert- 
schen Funktionenraumes der unabhängigen Veränderlichen &,,..., x, betrachtet 
und dadurch die Gleichung auf 


7 deut 
ID, du) = a Aaiia), VERERN 
k=0 


mit den Randbedingungen 


du | dia! 


Tre | er ee = 
(to) ae), ea. . 


reduziert. Von A wird verlangt, daß er ein sich selbst adjungierter Differential- 
operator ist und daß die Koeffizienten a7,,...,7x, genügend oft differenzierbar 
sind zur Gültigkeit des erweiterten Greenschen Satzes für den Ausdruck 


Sf: j -f [(u, Av) — (v, Au)]da,)...dx, 
D 


durch ein Oberflächenintegral, demzufolge dann und vermöge der Randbedingungen 
A der Symmetrieeigenschaft (Au, v) = (w, Av) genügt und sich zu einem im 
Plessnerschen Sinn Hermiteschen Operator erweitern läßt. Damit ist der Anschluß 
an die Plessnersche Spektraltheorie der linearen Operatoren erreicht, und es wird 
dann der Eindeutigkeitssatz für obige homogene Gleichung im Rahmen dieser 
Theorie mit ihren Mitteln bewiesen. Svenson (Erlangen). 

Walsh, J. L.: Critieal points ef harmonie funetions as positions of equilibrium 
in a field of force. Proc. nat. Acad. Sci. USA 34, 111—119 (1948). 

Werden diejenigen Punkte, in denen die beiden Ableitungen einer harmonischen 
Funktion u (x, y) gleichzeitig verschwinden, als kritische bezeichnet, und ist f(z) 
eine analytische Funktion mit dem Realteil u (x, y), so sind diese Punkte identisch 
mit den Nullstellen von f’(z). Die Nullstellen der Ableitung einer analytischen 
Funktion können so mechanisch gedeutet werden als Gleichgewichtspunkte des 
durch f@) = u, + iu, erklärten Kraftfeldes. — Ist die Jordankurve B der Rand 
eines nicht-endlichen Gebietes R, so ist 


"aA=G(2,9 ride.) = [og (2— I) de (t) + c 
B 
mit Oso<s1l, f do =1, c=konst. in R analytisch; @(x, y) ist dabei die 
B 


‘ 


Greensche Funktion von R. Die kritischen Punkte derselben sind identisch mit 
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den Nullstellen der analytischen Funktion 
‚ do(t 
F (z) = [ar 
B 


Das zu @ (x, y) gehörige Kraftfeld rührt von einer positiven Belegung a her, die 
abstoßende Kraft ist proportional der Masse und umgekehrt proportional dem | 
Abstand r = |z—t|. Verf. zeigt, daß sämtliche kritischen Punkte in der kleinsten 
B enthaltenden konvexen Punktmenge liegen. Kein in R gelegener Randpunkt 2%, 
der konvexen Punktmenge kann kritischer Punkt sein, außer, wenn 2, Träger eines 
Linienelementes von B ist. — Hiervon ausgehend werden für verschiedene Felder 
bei unterschiedlichen Annahmen über die Verteilung der Belegungsdichte Sätze 
über die Lage der kritischen Punkte bewiesen, wie z.B. B ist symmetrisch zur 
reellen Achse, B zerfällt in zwei getrennte Jordankurven (€ und D, € und D sind 
Kreise, u.a. (Vgl. hierzu auch das demnächst in der Reihe der von der American 
Math. Soc. herausgegebenen Darstellungen erscheinende Buch von M. Marden, u“ 
Geometry of the zeros of a polynomial). Quade (Karlsruhe). N 
Kamp6 de F£riet, J.: On a property of the Laplaeian of a funetion in a two di- | 
mensional bounded domain, when the first derivatives of the funetion vanish at the — 
boundary. Math. Mag., Texas 21, 74—79 (1947). 
Es sei Dein beschränktes, ebenes Gebiet, das von einer regulären, geschlossenen 
Kurve B begrenzt wird. Werden unter (©), (R), (H) und (ZL) die folgenden Funk- 
tionenmengen verstanden: (C) Menge der in D stetigen Funktionen, (R) Menge der 
in D regulären Funktionen (f, f,, f, stetig in D+ B, f,, und f,, stetig in D), (HM) 
Menge der in D harmonischen Funktionen (f regulär in D, dJf= 0), (ZL) diejenige 


’ 
4 
ı 
r 
1 
’ 
I 


Teilmenge von (©), die orthogonal zu (F) ist, dann gilt der folgende Satz: Ist 
y(z, y) Element von (R) und y= konst. auf B, dann folgt aus öy/ön= 0 auf B, daß Y 
£=—1} Ay Element von (Z) ist und umgekehrt. Der Satz gilt nicht mehr, wenn die 
Voraussetzung y = konst. auf B durch die schwächere p(x, y) stetig auf B ersetzt 
wird. Bedeutet y(x, y,t) die Stromfunktion (t Zeit), dann sind die Komponenten - 
der Geschwindigkeit durch u = y,, v—=—- y, gegeben, = —} A y ist die Wirbel- 
dichte der Strömung. Aus dem eben zitierten Satz folgt sofort: Ist bei festem t- 
die Stromfunktion yp(x,y,t) Element von (R) und verschwindet die Geschwindig- 
keit auf 3, dann ist die Wirbeldichte © orthogonal zu jeder Funktion V(x, y), 
die Element von (H) ist, 

[Video =®. 

D 
Dieses Ergebnis ist von Bedeutung für die Integration der Navier-Stokesschen 
Gleichung einer zähen Flüssigkeit. Es zeigt, daß harmonische Funktionen zur 
Darstellung der Wirbeldichte einer Strömung, bei welcher die Geschwindigkeit auf 
dem Rand verschwindet, ungeeignet sind. Quade (Karlsruhe). 


Monna, A. F.: Sur une formule d’inversion de Stieltjes et la th6orie du potentiel. | 
Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 1056—1062 (1947). 
Examinant l’integrale de Stieltjes fer pour des masses sur l’axe reel afin. 


de determiner les masses connaissant la valeur de l’intögrale, ’auteur est amend & 
eonsiderer U — ER 1 d i 
d: ön me) pour des charges sur un are ]’ assez regulier. II 


generalise la formule classique de discontinuits du potentiel de double couche 
lorsque /' est une droite ou un cercle, en cherchant la limite de [ U ds sur un petit 
arc parallele. Mais tout cela n’est qu’un cas particulier d’une &tude plane dont 
’analogue plus diffieile dans l’espace a 6t6 faite par Evans et Miles [Amer. 
J. Math. 53, 493—516 (1931); ce Zbl.1, 277]. Brelot (Grenoble). 
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- Variationsrechnung: 


Ewing, George M.: Variation problems formulated in terms of the Weierstrass 
integral. Duke math. J. 14, 675—687 (1947), 

Nella presente Nota viene rilevato l’uso dell’integrale di Weierstrass nel 
<alcolo delle variazioni. S. Cinquini (Pavia). 

Stampaechia, @.: Sulla semieontinuitä degli integrali doppi, in forma ordinaria, 
nel ealeo delle variazioni. Atti Accad. naz. Lincei, Rend, Cl. Sci. fisie. mat. natur,,, 
VIII. s. 3, 247-253 (1947). 

Verf. stellt einen Satz über die Halbstetigkeit der Doppelintegrale 


Ifu] = I, [ t&, y,u(z, y), Du(z, y)) de dy 


in der Klasse der Funktionen (x, y) auf, die in D definiert und stetig sind und für 
die x) eine Operation definiert werden kann, die eine fast überall in D definierte und 
daselbst quasistetige Punktfunktion ® u (x, y) liefert; 8) das (Lebesguesche) Integral 


f f Du(x, y) dx dy existiert und einen endlichen Wert hat; y) für jedes 0>0 eine 
D 


Umgebung :,[“,] der Funktion u, (x, %) so definiert werden kann, daß das Funktional 
f f Du(a, y) dx dy (wo Qein beliebiges Rechteck im Innern von D ist) in der betrach- 
Q 


teten Klasse stetig ist; ö) wenn u(x, y) zur Umgebung i,[u,] gehört, in ganz D 
gilt: |u(®, y) — uu(x, y)| <o; e) das Integral /[u] existiert und einen endlichen Wert 
hat. — Ein anderer Satz überträgt die Halbstetigkeit des Funktionals /[w] auf den 
Fall, daß man eine Funktion «, (x, %) betrachtet, für die alle früheren Voraussetzungen 
mit Ausnahme von e) erfüllt sind. S. Cinquini (Pavia). 

Stampaechia, Guido: Aleuni teoremi sull’ estremo assoluto degli integrali doppi 
del ealeolo delle variazioni dipendenti dalle derivate del secondo ordine. Giorn. Mat. 
Battaglini 77. 36—54 (1947). 

Verf. untersucht mittels der direkten Methode von Tonelli den speziellen 
Typus von Doppelintegralen der Variationsrechnung 


FM Sf f(x, y,u(z, y), Asu(x, y)) dx dy, 
D 


die von den Ableitungen zweiter Ordnung abhängen (wobei A,u = u,.+ u,,): 
dabei wird die Klasse der samt ihren Ableitungen u,(x, y), u,(x, y) im Gebiet D 
stetigen Funktionen % (x, y) von der Eigenschaft betrachtet, daß u, (x, y) [w, (x, %)] 
für fast alle Werte von y [von x] eine in D totalstetige Funktion von x [von %] 
allein ist und «,, (x, y) und u,, (x, y) in. D nach Lebesgue integrierbar sind. — Unter 
geeigneten Voraussetzungen untersucht Verf. unter Benutzung der Gaußschen und 
Greenschen Formeln und einiger Ergebnisse von Lichtenstein die Halbstetigkeit 
des Integrals /[w] und stellt zwei Existenzsätze für das Minimum auf, die gelten, 
wenn die Ungleichung f(x, y, u, A,u) Zu |A,ul*+ N, in der 1 >0, x >06, 
erfüllt ist. — Schließlich weist Verf. auf eine Verallgemeinerung eines Existenzsatzes 
für das Minimum hin, die für die Integrale 


[ | Ke4T0,/ULULSU. U,)dady 
gilt und von Ref. für den Fall, daß man die Klasse der samt ihren partiellen Ab- 
leitungen erster Ordnung in D totalstetigen Funktionen U (x, y) betrachtet, bewiesen 


worden ist [S. Cinquini, Ann. Scuola norm. sup. Pisa, II. s. 10, 215—248 (1941); 
dies. Zbl.26, 409]. S. Cinquini (Pavia). 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Rapoport, I.M.: Über eine Klasse von singulären Integralgleichungen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, II. s. 59, 1403—1406 (1948) [Russisch ]. 
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Es handelt sich um die Integralgleichung nn 


f(x) + St k(a—t)d=gle), J) <e<oo. 


+00 : 
Ste dt, der 
oo . 
alle eingehenden Funktionen unterworfen werden. Vermittelst eines Hilfssatzes 
über die Eigenschaften dieser Transformation wird dann die transformierte Glei- 
chung, die bloß ein gleich Null gesetztes bestimmtes Integral vom Typus des Trans- 
formationsintegrals darstellt, gelöst durch Konstruktion eines geeigneten Paares 
von jeweils in einer Halbebene holomorphen Funktionen, die im Unendlichen 
verschwinden und deren Grenzwerte auf der gemeinsamen Achse die gesuchte 
Lösung ergeben. Aus diesem Lösungsgang heraus wird der genaue Zulassungs- 
bereich für die vorkommenden Funktionen festgelegt, und es werden Bedingungen, 
unter denen die Lösung existiert und eindeutig bestimmt ist bzw. » willkürlich 
komplexe Konstanten enthält, erschöpfend hergeleitet. Svenson (Erlangen). 

Gusejnov, A. I.: Über eine Klasse nicht-linearer singulärer Integralgleiehungen. 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 12, 193—212 (1948) [Russisch ]. 

Die Arbeit befaßt sich mit der Frage nach der Existenz der Lösung der nicht- 
linearen, singulären Integralgleichung 

b 
42) = 1 [= sen 


a 


1 
Sie wird gelöst durch die Integraltransformation F(x)= ya 


für kleine Werte von A. Die Methode besteht darin, die rechte Seite der Gleichung 
b 
als Operator A=4 [ ch ds aufzufassen, der im Fimktionenraum H, 


a 
dessen Elemente den Bedingungen genügen 
ut k 
u (@)] ST — als |x — bjP’ 
k MEN Ö 
FR I 1 |< ö — 
ja («+A2) — u (2)| = &®—ale|e + dr — bi ( ®—a- +42. —b| ) ä 
wo k eine Konstante bedeutet und 
0 <a,ß,a+d, B+ö<1, del < min | | r a| ie r U) 
ist, die konvexe Menge {u (x)} in die neue Menge {U (2)} überführt. Der 
Kern K(x,s,u) wird dabei folgenden Bedingungen unterworfen: 
|K(@,s,u(s))| <Alu|+ 3 
mit Konstanten A und B, 
K(z-+Ax, s+ As, u(s+ As))—K (x, s,u(s))| 
< 4, Az 9 E= 4A, \As ? = Ag u (s + As) — u (s) | 3 
Vermittelst einer ganzen Reihe von Hilfssätzen, längeren Rechnungen und ziemlich 
umständlichen Abschätzungen wird gezeigt, daß für [A| <A,, wo A, eine angebbare 
Konstante ist, diese Abbildung den Bedingungen genügt, unter denen die Menge 
{u(x)} in sich selbst übergeführt wird und der Fixpunktsatz von Schauder be- 
steht [Studia math. 3, 171—180 (1930)], wonach mindestens ein Fixpunkt der 
Abbildung existiert. Nach dem Prinzip von Schauder ist damit die Existenz 
einer Lösung der betrachteten Integralgleichung für genügend kleine Werte von A 
bewiesen. — In einem zweiten Teil wird bei einigen zusätzlichen Bedingungen für 
den Kern K(x, s,) betr. seine Ableitung K}, für hinreichend kleine Werte von A 


vermittelst der Iterationsmethode mit dem Ansatz 
b 
u@)=A| K(& Sun (9) 7, 
s—% 
@ 


und des Konvergenznachweises dieses Verfahrens auch die Eindeutigkeit der Lösung 
im Funktionenraum H nachgewiesen. Svenson (Erlangen). 

Chang, Shih-Hsun: A generalization of a theorem of Laleseo. J. London math. 
Soc. 22, 185—189 (1947). 

Sia K(x, y) un nucleo di quadrato integrabile e {A,} la successione dei suoi 
autovalori secondo Schmidt; se K & il prodotto di composizione di due nuclei 
4e DB, tali che le autosoluzioni a destra (secondo Schmidt) di A coineidano con 
le autosoluzioni a sinistra di BD, la formula K = AB dicesi una decomposizione 
canonica di X. Condizione necessaria e sufficiente affinche K ammetta una de- 
composizione canonica in n fattori & che 8 |A,|" ?/’* <oo. Di piü ogni nucleo che sia 
il prodotto di composizione di altri due, ommette una decomposizione canonica 
in due fattori. C. Miranda (Napoli). 

Pollard, Harry: The integral transforms with iterated Laplace kernels. Duke 
math. J. 14, 659—674 (1947). 

Verf. betrachtet die Funktionen 


K,(&, y) = 631(& y), wobei G,(&,y) = [ eG, 1 y) dt. 
0 


Dann behandelt er das Umkehrproblem der Gleichung 


fa)= [ K,(a, y) da(y). 
0+ 


Die Funktion a (y) wird so gewählt, daß dieses Integral einen Sinn hat. Bezeichnet 
man mit W,„(f,t) den Post-Widderschen Operator 
k 


Razer trary Ter w),Rll, 


1 Yy 
e lim h wer i)d=aly)—a(l-+) 
k>o0+ 
in allen Stetigkeitspunkten von a (4). W%.(f, t) bedeutet den n-fach iterierten Operator. 
Sazxer (Zürich). 
Pollard, Harry: The inversion of the transforms with reiterated Stieltjes kernels. 
Duke math. J. 14, 129—142 (1947). 
Verf. beweist folgende Umkehrformel: Es sei 


oo 
1 Haar 
H,(z, y) = <y und AH,„(2,y) = / mt) Be ar 
Ö 


f(a) = [ H,.(&, y) da(y), 
0+ 


wobei &(y) von beschränkter Variation in jedem Intervall (e, R). Der Operator 
Ly,.(f) sei definiert für k = 0,1, 2,... durch die Gleichung 

4 LM) U k+ 97 ro. 
Li, ist dei n-fach iterierte Operator. Dann gilt die Umkehrformel 


lim f Dulf)dt=a(&)— a(0-+) 


k—000+ 
in allen Stetigkeitspunkten von x (2). Saxer (Zürich). 
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Sehoenberg, I. J.: On totally positive functions, Laplace integrals and entire 
functions of the Laguerre-Polya-Schur type. Proc. nat. Acad. Sei. USA 33, 11—17 
(1947). 

Es wird die Lösung des Darstellungsproblems der reziproken ganzen Funktionen 


vom Laguerre-Polya-Schurschen Typus durch Laplace-Integrale mitgeteilt. Die 
genannten ganzen Funktionen sind von der Form 


Be la err?- TTa-+ 6,2), y 20, u >0, 
1 


bzw. en 
B,(2) = COrer*+&®. Tl +&2)e%:, >20, Ö reell. 
i 


Die erzeugenden Funktionen der in Frage stehenden Laplace-Integrale sind so- 
genannte total-positive Funktionen, dies sind meßbare und für mindestens zwei 
x-Werte positive Funktionen A(xz) und genügen für n—=1,2,3,... den Be- 
dingungen 
det || A, —4,)|| 20, 
wenn << '<x, und h<t<+<t, ist. Ist A(z) total-positiv, 
+0 


so stellt f e*® A(x)dx in einem gewissen Vertikalstreifen eine Funktion der 
—o0 
Form Ei 


2 dar und umgekehrt. Ist A(x) nicht monoton und A(z) =0 für 
2 


2 >0, so stellt 1) e®* A(x) dx in einer Halbebene eine Funktion der Form ENT 
— 00 1 

dar und umgekehrt. Mehrere klassische Integraldarstellungen illustrieren die 

Theorie. A. Pfluger (Zürich). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Vulich, B. Z.: Das Produkt in linearen halbgeordneten Räumen und seine 
Anwendung auf die Theorie der Operationen. I. und II. Mat. Sbornik, II.s. 22, 
27—78, 267—317 (1948) [Russisch]. 

Ein reeller linearer halbgeordneter Raum X (‚Typ 8,“) wird nach Kantoro- 
viteh [Mat. Sbornik, II. s. 2, 121—165 (1937); dies. Zbl. 16, 405] axiomatisch 
gekennzeichnet; insbesondere gibt es zu jeder nach oben beschränkten Teilmenge 
ACK eine kleinste obere Schranke x, = sup 4. Für alle ze X gilt eine eindeutige 
Zerlegung x = x, — x_, 2, + x_ = |x|, wo x;, x_ disjunkt und >0. Verf. fordert 
zusätzlich die Existenz eines «* € X mit inf (x*, x) > 0 für alle x > 0; ein solches x* 
wird fest gewählt und mit 1 bezeichnet. Jedes ee X mit inf (e, 1—e) = 0 heißt 
Einheit; E = &(X) ist die Menge der Einheiten. Durch die Festsetzung u, = 


inf (e,, e,) wird eine (kommutative) Multiplikation zunächst in € erklärt, dann für 
n 


alle Elemente x’ = — X. € (X, reell) und schließlich durch Grenzübergang all- 
l 


zu 


gemein; doch existiert xy nicht immer. — Die Bedingung für Disjunktheit schreibt 
sich jetzt: xy = 0. — € ist eine Boolesche Algebra, und X ist nichts anderes als ein 
Funktionoid-Raum über Enach Nikodym, von dessen Arbeiten (dies. Zbl. 29, 220) 
Verf. jedoch unabhängig ist. Entsprechend werden erklärt: e, (bei Nikodym: bas x), 
Charakteristik e, (bei Nikodym: Spektralschar) von x, inverses Element «1 (mit 


Pr 
2 ge — en (al = ar), a®%,Yx (n >1 ganz), verschiedene Topologien in X. — 
Durch einen Abschließungsprozeß (nach Pinsker) gelangt man zu einem „abso- 


luten Ring‘ XD X, wo xy und x’ stets vorhanden sind. — Als Beispiele werden 


Räume von Zahlenfolgen und meßbaren Funktionen behandelt. Sätze über den 


konjugierten Raum X führen zu einer Bedingung dafür, daß X ein Hilbertscher 


) 
i 
i 
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Raum ist. — Als Anm. b.d. Korrektur wird erwähnt, daß jeder S;-Raum zu einem 
Raum stetiger Funktionen auf einem Bikompaktum isomorph ist, wodurch sich 
natürlich die ganze Theorie anders begründen läßt. Daß die Existenz der Eins für 
die Produktbildung nicht notwendig ist, zeigen übrigens einfache Beispiele. — Verf. 
knüpft an Birkhoff, Freudenthal, Gelfand, Kakutani, Maeda, F. Riesz, 
Steen u.a. an; seine Ergebnisse sind z. T. schon 1940-1946 in Doklady Akad. 
Nauk SSSR veröffentlicht, hier aber erweitert und zusammenfassend dargestellt. — 
Im II. Teil werden Operationen y—u(x) betrachtet, die X in einen S,-Raum Y (mit 


' Einselement) abbilden, insbesondere solche, die linear, disjunkt [d. h. #(&)) u(2,) = 0 


wenn 2,2, = 0], positiv [u (x) > 0 für «> 0], multiplikativ [u (x) u(y) = u (x y)], stetig 
(in verschiedenen Topologien von X und Y) sind. Im Falle eines Funktionenraumes, 
wo für stetige lineare Operationen eine Integraldarstellung gilt, wird untersucht, 
welche Bedingungen der Kern im Falle einer multiplikativen Operation erfüllen 
muß. — Eine homomorphe Abbildung @(e) von &(X) in &(Y) heißt Maßfunktion. 


00 


Mit ihrer Hilfe wird ein abstraktes Radonsches Integral [ Y(A)dy(e;) eingeführt, 
— 00 
wo Y(2) für 420 Werte in Y hat und e; die Charakteristik (s. 0.) eines Elementes 
x€X ist. Für den spezielleren Ausdruck R,(x) = ih )do(e,), der die lineare mul- 
en 


tiplikative Operation darstellt, werden Sätze bewiesen, insbes. hinsichtlich der Konver- 
genz einer Folge R,, .— Eine (nichtlineare) Operation 4 (x) mit w(x])+w(2)=u(x,+%,) 
für z, 2,—0 heißt „teilweise additiv‘ ; ist w (x) außerdem disjunkt und erfüllt bestimmte 
Stetigkeitsforderungen (,A DC“- bzw. „A DCO“-Operation), so lassen sich für (x) 
Integraldarstellungen angeben und weitere Eigenschaften nachweisen. — Eine 
Operation v(z) = Se,a®) [u(z)P, wo die e,€ E(Y) paarweise disjunkt, «@ reell, 
%7 

(x) linear multiplikativ, heißt polynomial; jede ADCO-Operation läßt sich durch 
eine Folge von polynomialen Operationen approximieren. Wecken. 


Hyers, D. H. and S. M. Ulam: Approximate isometries of the space of econtinuous 
funetions. Ann. Math., Princeton 48, II.s. 285—289 (1947). 

In einer früheren Arbeit [Bull. Amer. math. Soc. 51, 288—262 (1945)] haben 
Verff. gezeigt, daß man eine e-Isometrie des Hilbertschen Raumes in sich bis auf 


_ höchstens 10 e gleichmäßig approximieren kann durch eine Isometrie. Dabei heißt 


eine eindeutige Abbildung g eines metrischen Raumes R in einen ebensolchen 
Raum R’ eine e-Isometrie, wenn |ö(p, q) — 6’ (p(p), p(q))| <e ist für je zwei Punkte 
pundgaus R(e >0 fest, ö bzw. ö’ der Abstand in R bzw. R’). Jetzt wird folgendes 
gezeigt: Es seien K und K’ zwei kompakte, metrische Räume, E und E’ die normierten 
Räume aller reellen Funktionen f auf K bzw. K’ (Norm ||f|| von f gleich Max |f}). 
Ist dann o(f) eine Homöomorphie von E auf E’ und gleichzeitig eine e-Isometrie, 
dann existiert eine Isometrie y von E auf E’ mit |p(f)— y(f)|| < 21e für alle fin #. 
(Unter den Voraussetzungen des Satzes sind X und K’ homöomorph.)  Nöbeling. 

Clarkson, J. A.: A charaecterization of C-spaces. Ann. Math., Princeton, II. s. 
48, 845—850 (1947). 

Verf. gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür an, daß ein reeller 
Banachscher Raum B durch einen Norm-erhaltenden, linearen Isomorphismus 
abgebildet werden kann auf den Raum ( (H) aller reellen, stetigen Funktionen, 
deren Definitionsbereich ein (fester) bikompakter, Hausdorffscher Raum H ist 
[C (Z) ist“ ein Banachscher Raum, wenn man die Addition zweier Funktionen und 
die Multiplikation einer Funktion mit einem Skalar im üblichen Sinne nimmt und 
Norm ||f}| = Max |f| setzt]. Nöbeling (Erlangen). 

Korevaar, J.: A charaeterization of the sub-manifold of C [a,b] spanned by 
the sequence {x"*}. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 750—758 (1947). 
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Sia {n,} una successione di interi tali che Ing" <oo e sia (’[a,b] lo spazio 
delle funzioni continue in (a, b), metrizzato nel senso della convergenza uniforme. 
L’inviluppo lineare in © delle suecessione {x"*} coineide con l’insieme delle serie 
N a, @"* convergenti per a <x<b per le quali & finito il lim Ya, x"*. Questo 


zb \ 
teorema generalizza un risultato di Clarkson e Erdös [Duke math. J. 10 (1943)]. 
C. Miranda (Napoli). 


Wahrscheinliehkeitsreehnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


Eltving, 6.: Der mathematische Wahrscheinliehkeitsbegriff. Elementa, Stock- 
holm 30, 19—33 (1947) [Schwedisch ]. Yun 

Eine elementare Übersicht über den mathematischen Wahrscheinlichkeits- 
begriff hauptsächlich nach Kolmogoroffs Ideen. Bergström (Uppsala). 

Bochner, $.: Stochastie processes. Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 1014—1061 
(1947). 

Eine neue, auf die charakteristische Funktion als Invariante sich stützende 
Theorie der zufälligen Vorgänge, sowie eine vertiefte funktionengeometrische Be- 
handlung der sie repräsentierenden Erscheinungen. — Teil I gibt die Grundbegriffe. 
Zufälliger Vorgang heißt ein System {$; X; 4; gs} von 1. einer Punktmenge $, 
2. einem ergänzten Gitter A von Teilmengen aus S, 3. einer Gesamtheit A von 
(eventuell teilweisen) Teilungen ö(A,, . .., 4,) von S aus \, welche beliebig gepaart 
durch je eine dritte unterteilt, d.h. in ihren elementenfremden Mengen durch jene 
der dritten linear dargestellt werden, 4. einer komplexwertigen stetigen Funktion 
Ys(&) des reellen Vektors a(a,,...,a,) mit der Eigenschaft, daß a) (0) = 1, 
b) für beliebige aD, ...,x® und komplexe cd\,...,d: Be pl AN) Z0, 
c) bei einer Unterteilung e(B,,.. ., B„):A» = &4 C,. B,„ von ö innerhalb A:g@s(&) = 
Ye(T% P) wird mit der zur eben angegebenen Transformation kontragradienten 7%. 
Zu jedem solchen Vorgang kann in der Gesamtheit aller numerischen, endlich addi- 
tiven Mengenfunktionen F(A) über {S,W} ein Wahrscheinlichkeitsmaß so ein- 
geführt, also Zufallsveränderlichen y, = F(A,, A) über einem Raum A mit dem Ge- 
samtmaß Eins so zugeordnet werden, daß 95 (X, .- ., X„) die Fourier-Stieltjessche Trans- 
formierte einer beschränkten Funktion 0 (Y,,. .-, %,) wird. {S; U; F} ist dann eine den 


Vorgang repräsentierende zufällige Erscheinung und @5(&,, - . .,%,) die zur Ver- 
bindungsverteilung 0 (Y1, - - », 4,) der %, gehörige charakteristische Funktion. Eine 


von ö unabhängige Beschreibung des Vorganges ergibt sich dadurch, daß, wenn zu 
jeder Teilung ö eine Treppenfunktion h(x) so gewählt wird, daß sie in A, die »v-te 


Koordinate eines rellen Vektors h(h,,...,h,) eines L%-Raumes annimmt, bei den 


von ö unabhängigen F, (A) = N, h, F(A,;)) = f h(x) F(dx; A) man den von F unab- 
5 
hängigen Erwartungswert p[h] = p(h,,.. ., h,) von exp (# F,) benützt. Ein solcher 
Vorgang wird dann Z,-stabil genannt, wenn p[A] über LP stetig ist in bezug auf 
eine Norm ||h||, = (} h(x)r du)” mit einer Gewichtsfunktion u1.(A). — Teil II be- 
handelt nun die homogenen Vorgänge mit 95(&%, : - ,%,) = II, exp (—u(A) p(x,)) 
bei geeignetem y(a) für alle 6, wie z. B. die mit y(x) = |a|? gebildete Levysche 
(0 <q 2) bzw. Wienersche (q = 2) Funktion, sowie die persistente, für welche 
oo 
P%(&y:+.+.:%,)=P (FE, 8% u(A,))t ist mit p(&) = [ e#>* do(u), wo 0 (u) monoton 


—00 
nicht abnimmt und 0(00) — (0) = 1 ist. — Teil IH gibt und illustriert den Begriff 
der „Entwicklungen“ von L,-stabilen zufälligen Erscheinungen. Sind ($®: =; 
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AO; a9; LO; Lö) zwei Systeme und AU (x) — T'h2 (x) eine distributive Zuord- 
nung ihrer Treppenfunktionen, so heißt F@(4$”; 9) — | To 4® AO« 9) FO (dat) ;A) 
su 


eine Entwicklung von FC) in F@, wenn &, = 1 bzw. 0 innerhalb bzw. außerhalb 
A ist. — Teil IV bringt dann auf dieser Grundlage eine bis in den stetigen Spektral- 
bereich dringende systematische Fourier-Analyse der Khintchineschen zufälligen 
Erscheinungen. Szentmärtony (Budapest). 

Schützenberger, M.: Sur certains paramötres earact6ristiques des systömes 
d’evenements compatibles et döpendants et leur application au ealeul des eumulants 
de la repetition. C.r. Acad. Sei., Paris 225, 277—278 (1947). 

Es wird eine Funktion y(a,,@,,...,a,) von n Ereignissen a, eingeführt, die 
„Unabhängigkeitsabweichung‘‘ genannt wird: aus dem Beispiele n = 3 läßt sich 
der allgemeine Ausdruck verstehen: 


v(a, b, c) == Pe Pr Pre Po Pca Pe Pab Ir 2P.Py Der 


Sind alle a, unabhängig, so ist y = 0; dasselbe gilt auch, wenn alle durch a,,... ., a, 
ausdrückbaren von allen durch a,,;,, - . ., a, ausdrückbaren Ereignissen unabhängig 
sind. Anwendungen zur Berechnung der Halbinvarianten der Wiederholungs- 
anzahlen und zur Bestimmung einiger Fälle mit Gaußscher Grenzverteilung. 


Bruno de Finetti (Trieste). 
Statistik: 


Albert, @. E.: A note on the fundamental identity of sequential analysis. Ann. 
math. Statist., Ann. Arbor 18, 593—596 (1947). 

Gewisse Resultate von A. Wald [Ann. math. Statist., Ann. Arbor 15, 493—496 
(1946)] werden durch folgenden Satz erweitert. Falls 1. die reellwertigen Zufalls- 
veränderlichen 2,,2,... mit Z,=2, + ::-+ 2, dieselbe (Summen)Verteilungs- 
funktion besitzen, 2. die Zufallsveränderliche n die kleinste ganze Zahl N bezeichnet, 
für welche Zy nicht innerhalb eines festen, den Nullpunkt umschließenden Intervalls 
liegt, 3. es ein positives ö gibt, so daß die Wahrscheinlichkeiten von ®<1-—6ö und 
& >1+ ö positiv sind, 4. der Erwartungswert p(t)=E (et) für alle reellen i existiert, 
dann gilt die Identität E {eZ"t [p(t))*}=1, und sie ist unbeschränkt oft nach t 
unter dem Erwartungszeichen differenzierbar. Szentmärtony (Budapest). 

Ottaviani, G.: Su una equazione integrale della statistica matematiea. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisie. mat. natur., VIII. s. 3, 59—63 (1947). 

. X und /Y seien zwei zufällige Veränderliche mit dem Mittelwert Null, von denen 
die zweite von der ersten abhängt. Es sei V u die mittlere quadratische Abweichung 
von X und V f(x) die mittlere quadratische Abweichung von Y, wenn X den Wert « 
annimmt. Wenn man die zufällige Veränderliche Z—= X + Y betrachtet, so ist das 
Problem, das Cantelli gestellt hat und Verf. wieder aufnimmt, das folgende: Zu 


_ untersuchen, ob es eine spezielle Abhängigkeit zwischen den beiden zufälligen Ver- 


änderlichen X und Y, d.h. eine spezielle Funktion f(x), von der Eigenschaft gibt, 
daß die zufällige Veränderliche Z= X + Y eine Gaußsche wird. — Zur Lösung 
dieses Problems wird die erzeugende Funktion der zufälligen Veränderlichen X + Y 


- der einer zufälligen Gaußschen Veränderlichen Z gleich gesetzt, die den Mittelwert 


Null und eine mittlere quadratische Abweichung gleich Vu+f hat, wo f von f(a) 
und von u abhängt. Man erhält so eine Integralgleichung in f(x), und Verf. stellt 


‚einige wichtige Eigenschaften auf, denen die etwa vorhandenen Lösungen genügen 


müßten, ohne die allgemeine Lösung anzugeben. Die Kenntnis dieser Eigenschaften 
kann aucH dazu dienen, das Aufsuchen der Lösungen zu beschränken. Salvemint. 
Hartley, H. €. and D. H. Khamis: A numerieal solution of the problem of 
moments. Biometrika, Cambridge 34, 340—351 (1947). 
Verff. geben ein. Verfahren zur numerischen Berechnung des zu einer Vertei- 
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lungsfunktion f(x) gehörenden Wahrscheinlichkeitsintegrals P(x) = Sta) de für - 
a 


diskrete Werte von x an, wenn die Momente der Verteilung bis zum R-ten numerisch _ 


en 


bekannt sind und /(x) eine stetige n-te Ableitung besitzt. Dabei wird zunächst an- 


genommen, daß der Bereich der Zufallsvariablen x endlich ist (a <r < b) und f(r) 
in a und b von m-ter Ordnung verschwindet. Aus den für eine Einteilung des Variablen- 
bereichs in R-+ 1 gleiche Intervalle geltenden Sheppardschen Korrekturformeln 


wird dann unter Vernachlässigung des Restgliedes ein Gleichungssystem zur Berech- 


nung der Klassenhäufigkeiten abgeleitet. Dabei gelingt es durch eine Transformation - 


von x, eine von den Bereichsgrenzen unabhängige Matrix für jedes R anzugeben. 
Aus den so erhaltenen Klassenhäufigkeiten ergeben sich dann durch Summation 
die gesuchten Werte des Wahrscheinlichkeitsintegrals. — Das Verfahren wird dann 
auf den Bereich —coo <x <-+ oo ausgedehnt und ein Hinweis zur Behandlung 
des Falles gegeben, in dem die Berührung von f(x) mit der Abszissenachse in x = «a 
von niedrigerer als m-ter Ordnung ist. Georg Friede (Göttingen). _ 
Geary, R. C.: The frequeney distribution of Vb.. for samples of all sizes drawn 
at random from a normal population. Biometrika, Cambridge 34, 68—97 (1447). 

Unter der Voraussetzung, daß das Maß für die Schiefe einer Verteilung 
Vb, = m,/m} = nm’ E(, — = | »> (2, — =) Zn t 

=1 


i= 2 


ı= 


n 


aus einer Zufallsstichprobe vom Umfang n berechnet wird, die einer normalverteilten 
Gesamtheit entnommen wurde, wird für die Ordinate f,(t,) der Häufigkeitsvertei- 
lung von t, die Rekursionsbeziehung 


. n —1\'/a 1/ „ser 
(4) ” (= ) It wer | 


an 


1 
a | AND rl) 


—1 
mit nat, = In 11, — 32 +(n +1) Al/ıı — 22)” 
abgeleitet, die für alle Stichprobenumfänge gilt. Da die Beziehung zwischen {, und 
1, für f„(t,) funktionale Unstetigkeiten zur Folge hat, werden zur näherungsweisen 
Berechnung der Häufigkeitsordinaten für n = 3, 4, 5, 6, 7 und 8 außer der Rekur- 
sionsbeziehung noch die bereits bekannten Formeln für das 2., 4., 6. und 8. Moment 
der Verteilung sowie die Berührungsordnung der Teilkurven herangezogen. — Die 
graphischen Darstellungen der erhaltenen Verteilungen zeigen ihre rasche Annähe- 
rung an die Normalverteilung bereits bei kleinen Stichprobenumfängen (n > 6). — 
Für n >8 wird unter der genannten Voraussetzung weiterhin mittels der Gram- 
Oharlierschen Reihenentwicklung eine Näherungsformel für die Punkte mit den 
Wahrscheinlichkeiten 0,10; 0,05; 0,025; 0,01 und 0,001 abgeleitet. Friede. 
Geary, R. €. and J. P. €. Worlledge: On the eomputation of universal moments 
of tests of statistical normality derived from samples drawn at random from a normal 
universe. Application to the ealeulation of the seventh moment of b,. Biometrika 
Cambridge 34, 98—110 (1947). j 
Von Verff. wird ein rechentechnisches Verfahren zur Ermittlung der allge- 
meinen Momente von /b, und b,, den wichtigsten Tests für die Normalverteilung 
angegeben für den Fall, daß diese Tests aus Zufallsstichproben berechnet werden, 
die aus einer normalverteilten Gesamtheit entnommen wurden. — Gegenüber der 
von R. A. Fisher unter Benutzung der Kumulanten entwickelten kombinatorischen 


Methode, die zur Berechnung des 2., 4., 6. und 8. Momentes von Vb, und des 2., 3. 
4., 5. und 6. Momentes von b, verwendet wurde, wird hier davon ausgegangen daß 
sich das allgemeine Moment E (x, — 2%... (x ' 


II tin der Entwicklung von 


alas! -a,![ , » ü Fur et Ep 
a EHE + ng mit 2k- Na, 


ı 


b} 


» — %)%» als Koeffizient von 
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ermitteln läßt. Die binomiale Entwicklung des Klanımerausdruckes läßt sich, wie 
am Beispiel des 7. Momentes von b, gezeigt wird, durch die Einführung reziproker 
faktorieller Vektoren und der abkürzenden Bezeichnung der Zahlen durch die bei 
der Primzahlenzerlegung auftretenden Potenzen der schrittweisen Berechnung zu- 
gänglich machen, wobei jeder Schritt kontrolliert werden kann. Georg Friede. 

Hoel, Paul G.: On the ehoice of forecasting formulas. J. Amer. statist. Assoc. 
42, 605—611 (1947). 

Für den Fall, daß zur Vorausberechnung der Mittelwerte von n unabhängigen, 
mit gleicher Streuung normalverteilten Variablen zwei verschiedene Formeln zur 
Verfügung stehen, gibt Verf. einen Test für die Entscheidung darüber an, welche 
der beiden Formeln der anderen überlegen ist. Dabei geht er von der Theorie von 
Neyman und Pearson über die besten Tests aus und bestimmt mit Hilfe der 
Studentverteilung den kritischen Bereich, der die Entscheidung gestattet. Friede. 

Jacobson, Paul, H.: The relative power of three statistics for small sample de- 
struetive tests. J. Amer. statist. Soc. 42, 575—584 (1947). 

Aus einem mit Mittelwert u und Streuung o normal verteilten Kollektiv wird 
eine Stichprobe von 5 Werten gezogen und für dieselbe Mittelwert X,, Zentralwert 
mM., sowie Mittelwert m der drei kleinsten Werte bestimmt. Verf. zeigt, daß zur 
Prüfung der Nullhypothese u < 0 auf Grund einer solchen Stichprobe X, sich besser 
als m und m sich besser als m, eignet, da der X,-Test wirksamer als der m-, und dieser 
wirksamer als der m,-Test ist, d.h. bei gegebenem u >0 die Wahrscheinlichkeit, 
die Nullhypothese u < 0 zuzulassen, also einen Fehler,, II. Art“ zu begehen, für X, 
am geringsten und für m, am größten ist. Benutzt werden hierzu die bekannten 
Stichprobenverteilungen von Mittelwert und Zentralwert sowie die von H. G. Lan- 
dau beweislos gegebene Verteilung von m. Das Resultat findet Anwendung in der 
Fabrikationskontrolle zwecks möglichster Verminderung des Verbraucherrisikos. 

M. P. Geppert (Bad Nauheim). 

Villars, D. S.: A significance test and estimation in the case of exponential 
regression. Ann. math. Statist., Ann. Arbor 18, 596—600 (1947). 

Die bedingte Verteilung der Variablen z bei gegebenem ti sei normal: 

tee I- Rab ekt)2/202] /o 2% 'g 
mit von £ unabhängiger bedingter Streuung o und der Regressionsgleichung 

Ell)=a—be#. 
Unter der Voraussetzung, daß die Messungen von t fehlerfrei und 
Vet Ba ı a ie j 

konstant sei, gibt Verf. bei Vorliegen einer zufälligen Stichprobe O,, (21; 1 : - -» Zansta.) 
einen Test zur Prüfung der Nullhypothese k = 0 oder k = oo an: Dieselbe ist abzu- 
lehnen, wenn die Neigung der Hauptgeraden 


m = [,, It V (Sy, Sr + 482,]/28,,, 
positiv und die Prüfgröße 
ENT IDEAS, I 2m 8, N) 

oberhalb der vom Verf. [D. S. Villars and T. W. Anderson jr., Some significance 
tests for aormal bivariate distributions, Ann. math. Statist., Ann. Arbor 14, 141—148 
(1943)] für verschiedene Zufallsgrenzen tabulierten Werte liegt. Ferner werden 
mehrere, atıf dem Prinzip der kleinsten Quadrate basierende Methoden zur Schät- 
zung der unbekannten Konstanten a, b, k aus einer derartigen Stichprobe empfohlen 
und an einem Zahlenbeispiel illustriert. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Westenberg, J.: Signifieance test for median and interquartile range in samples 
from continuous populations of any form. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 51, 252 
bis 261 (1948). 
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Umfange N gebildeten Probe, so ergibt sich, sofern die beiden Stichproben demselben 
Kollektiv entnommen sind, die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Anzahlen der 
unterhalb M,y gelegenen Glieder in den beiden Stichproben sich um 24 unterscheiden, 
als (N !/EN/2 + A) (N/2 — A)! (2N)!] (unabhängig vom unbekannten Wert p der 
Wahrscheinlichkeit für einen Wert des Kollektivs, unterhalb M,y zu liegen). Verf. 
tabuliert die zugehörige Summenfunktion (Angabe von A für N=6, 10, 20, 50, 
100, 200, 500, 1000, 2000 und Restwahrscheinlichkeit 0,1%, 0,5%, 1%, 2% :: 9%) - 
und gibt ein Nomogramm zur Bestimmung von 4 für beliebigeNin3 SN <s 2000 und - 
die genannten Restwahrscheinlichkeiten. Auf diese Verteilung gründet Verf. zwei 
nur für Stichproben gleichen Umfanges gültige Kriterien zur Beurteilung, ob diese 
demselben Kollektiv entnommen sein können, an Hand des Zentralwertes bzw. der 
Interquartil-Differenz der Gesamtprobe. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 
 Armitage, P.: A eomparison of stratified with unrestrieted random sampling 
from a finite population. Biometrika, Cambridge 34, 273—280 (1947). 

Verf. untersucht im Falle kleiner Gesamtheiten die Auswirkung der geschich- 
teten Stichprobenauslese im Vergleich zur zufälligen Stichprobenauslese. Sei N der 
Umfang der Gesamtheit, N. (k=1, 2,...,r) derjenige ihrer k-ten Schicht ,, u; 
und o, Mittelwert und Streuung in derselben; aus dieser geschichteten Gesamtheit 
werde eine geschichtete Stichprobe vom Umfange n herausgegriffen, indem jeweils 
aus 7, zufällig n, Glieder ausgewählt werden; der Mittelwert der k-ten Schicht der 
Stichprobe sei x,. Proportional geschichtete Stichproben liegen vor, wennn, =nN,/N; 
optimal heißt die geschichtete Stichprobe im Falle n, = nN,o/F£ N,o; mit o; 
— 0; V N,/(N„—1),, in welchem nach Neyman [On the two different aspects of 
the representative method. J. R. statist. Soe., London, 91, 558—625 (1934)] 
das, Streuungsquadrat von m = NY N,%,/N minimal ist. Während bei N — oo 
nach Wilks (Mathematical statistics, Princeton 1943) für die Varianzen der 
Mittelwerte m,, m, geschichteter optimaler bzw. proportionaler Stichproben und 
des Mittelwertes & bei zufälliger Stichprobenauslese var (m,) < var (m,) < var (&) 
gilt, zeigt Verf., daß für endliches N nur der erste Teil der Ungleichung immer gültig 
ist, während im speziellen Falle untereinander gleicher a, und untereinander gleicher 
o, var (m,) > var (m,) > var (x) gilt. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Scheff6, Henry: The relation of control charts to analysis of varianee and 
chi-square tests. J. Amer. statist. Assoc. 42, 425—431 (1947). 

Es wird eine Übersicht über die in der Fabrikationskontrolle üblichen statisti- 
schen Teste gegeben, unter der Voraussetzung, daß Standardwerte zum Vergleich 
nicht gegeben, sondern selbst erst aus den Kontrollen zu gewinnen sind. Die Ver- 
fahren: Betrachtung der einzelnen Gruppen-Mittelwerte X, von Meßgrößen im Ver- 
gleich zu dem Gesamtmittel ©, Betrachtung der Fehlerhäufigkeiten p, in den ein- 
zelnen Gruppen im Vergleich zur Gesamt-Fehlerhäufigkeit ?, Betrachtung der An- 
zahlen c; der Fehler (bezüglich aller Fehlerquellen) einer Gruppe im Vergleich zur 
Gesamt-Fehleranzahl ©, stehen offenbar in engster Beziehung zur Varianzanalyse 
und zum y?-Test; diese Verwandtschaft der Methoden wird unter der speziellen 
Voraussetzung gleicher Gruppenumfänge herausgeschält, M. P. Geppert. 

David, F.N.: A x? „smooth“ test for goodness of fit. Biometrika, Cambridge 
34, 299-310 (1947), 

Zur Ergänzung des y?-Kriteriums als Test für die Güte der Anpassung einer 
theoretischen an eine empirische Häufigkeitsverteilung entwickelt Verf. einen zu- 
sätzlichen „T-Test‘“, welcher auf der im x2-Verfahren nicht berücksichtigten Anzahl 
der Zeichenwechsel der den k Klassen entsprechenden Abweichungen ö, zwischen 
theoretischen und empirischen Klassenzahlen beruht. Die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß die Vorzeichen von r, positiven und r,—=r-—r; negativen oder r] negativen 
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Ist Myy der Zentralwert der durch Zusammenfassen zweier Stichproben vom 
j 


« [23 
DYO 


und 7, positiven ö, int ununterbrochene Sequenzen des einen und ebenso viele des 
anderen Vorzeichens zerfallen, beträgt 


Pitlr,n}=2r rn —l)!r! r — Y/P!e-YIe-Ylr, -Ynr NN], 
diejenige, daß sie int+1 Sequenzen des einen und f des anderen zerfallen, 
Pf{2t+1|r,r} = P(2i|r,r,) :(r — 28) / (28). 
Für r < 14 und seine möglichen additiven Zerlegungen in rj, r, ist diese Wahrschein- 


i h 1 ö Ts 
lichkeit tabuliert; ihre Summe, —,P {T|r,, rs} (= Wahrscheinlichkeit für höchstens 


T, Sequenzen des einen oder anderen Vorzeichens) dient zur Beurteilung der empi- 
tisch festgestellten Sequenzenzahl 7\,. Ferner weist Verf. die Unabhängigkeit des y?- 
und 7-Kriteriums nach und nimmt, anknüpfend an eine von R. A. Fisher für zwei 
auf kontinuierlichen Variablen beruhende Kriterien entwickelte Methode, mit Hilfe 
der zweidimensionalen Verteilung von P{T} und Pfy?} eine Verquickung der 
beiden Kriterien vor. M. P. @Geppert (Bad Nauheim). 

Wishart, John: The eumulants of the Z and of the logarithmie y? and i distri- 
butions. Biometrika, Cambridge 34, 170—178 (1947). Correction: Biometrika, 
Cambridge 34, 374 (1947). 

L’A. parte dalla distribuzione di 42 con n gradi di libertä 


1 il; N in, 
Tee IC 27 


e determina i cumulanti della $ log (y?/n). Da questi ricava poi i cumulanti della 
distribuzione z del Fisher, valendosi della relazione 


z= log (X?/vı) — 3 log (X?o2), 
dove », e v, sono due gradi di libertä; ricava, inoltre, i cumulanti della distribuzione t. 
— Aleuni risultati trovansi giä in M. S. Bartlett e D. G. Kendall, J. R. statist. 
Soe., London, Suppl., 8, 128-138 (1946); qui l’A. dä una trattazione piü completa 
della questione e aggiunge alcune formule approssimate che possono essere utili in 
 casi concreti. T. Salvemini (Roma). 
Walsh, John E.: On the power efficieney of a t-test formed by pairing sample 
values. Ann. math. Statist., Ann. Arbor 18, 601— 604 (1947). 
| Wird zwei normal verteilten Kollektiven mit den Mittelwerten u, » je eine 
Stichprobe &,,..., x, bzw. y,,...,Y, vom gleichen Umfang entnommen, mit den 
Mittelwerten £ bzw. 7, so stützt sich der Vergleich der Kollektivmittelwerte u, v 
kanntlich, wenn die Streuungen der Kollektive gleich und die Stichproben von- 
. einander unabhängig sind, auf den mit 2» — 2 Freiheitsgraden der Student-Verteilung 
- folgenden Ausdruck 


Pi P- — / n Be n N 

= [E-9- won rn -M/ Ewa + LH 
- falls dagegen die Kollektivvarianzen verschieden sein könnten oder die beiden 
‘ Stichproben einander paarweise zugeordnet und die entsprechenden x,, y; jeweils 


ı mit von i unabhängigem Korrelationskoeffizient korreliert sind, auf den mit n — 1 
_ Freiheitsgraden der Student-Verteilung folgenden Ausdruck 


Be Merle) ITulızaz 
= E97 mn Van N/ VE @-8- + M. 
1 
' Treffen die für den t,-Test angenommenen Voraussetzungen zu, so sind beide Teste 
‚ erlaubt, aber offenbar der t,-Test wirksamer. Den Grad dieser Wirksamkeit (power 
 effieiency) des t,-Tests mißt Verf. als denjenigen, in Prozenten von n ausgedrückten, 
Umfang n, der Stichproben, bei welchem die Machtfunktion (power-funetion) des 


‚t5-Testes derjenigen des t,-Testes für den Umfang n gleich wäre, wobei die Macht- 
ı funktion eines Testes bekanntlich als die vom wahren Kollektivparameter und der 
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kritischen Region abhängende Wahrscheinlichkeit für Ablehnung der Nullhypothese 
definiert ist. Verf. tabuliert den Wirksamkeitsgrad von t, fürn = 4,5,..., 10, 15, 25 
und Zufallsgrenzen x = 5%, 2,5%, 1%- M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


BER 


Moran, P. A. P.: Rank correlation and permutation distributions. Proc. Cam- 


bridge philos. Soc. 44, 142—144 (1948). 
Verf. zeigt allgemein die Richtigkeit einer Formel für den von Kendall vor- 


geschlagenen Rangkorrelationskoeffizienten r, die Kendall selbst schon angegeben 


hatte, und weißt auf den Zusammenhang zwischen einem Satz von Halden und 


der von Kendall angegebenen Verteilung von r hin. Georg Friede (Göttingen). 


Sillitto, 6. P.: The distribution of Kendall’s 7 eoveffieient of rank eorrelation 
in rankings eontaining ties. Biometrika, Cambridge 34, 36—40 (1947). 

Das von Kendall [Biometrika 30, 81—93 (1938); dies. Zbl. 19, 130] ein- 
geführte Korrelationsmaß 7 für zwei Variable x und y, die die diskreten Werte 
1,2,...,n je einmal annehmen (Ergebnisse von Anordnungstests), wird auf den 
Fall ausgedehnt, daß die 2. Variable einige Werte mehrfach (ties) zeigt und andere 
dafür nicht. Die ‚‚Übereinstimmungsquote‘‘ (score) 8 der beiden Anordnungen wird 
wie bei Kendall dadurch bestimmt, daß bei Ordnung der y nach wachsenden x 
für alle Paare der y-Werte festgestellt wird, ob sie in wachsender oder fallender 
Reihenfolge stehen und je nachdem S um 1 vermehrt oder vermindert wird, wobei 
sich $ bei gleichwertigen y nicht ändert. — Bei p, r-Fachheiten, r=1,2,..., m, 
wird 7 = En miele) — = (3) p, gesetzt. — Die absolute Häufigkeitsverteilung 
/(8; n, p,) wird nach der Kendallschen Methode durch Rekursion nach n aufgestellt. 
— Aus einer Rekursionsformel nach p„ ergibt sich für die Streuung: 
n(n un 1) (2n + 5) a a: € 

18 a" 
praktischen Fall, wo 2 verschiedene Anordnungstests auf eine Menge von 29 Erzeug- 
nissen angewendet wurden und wo bei einem dieser Tests einige Resultate außer- 
halb der Meßskala fallen. — Bem.d.Ref.: Die bekannten Einwände gegen die 
Fishersche Testmethode für 2 x 2-Tafeln gelten auch hier, da die „Marginalien“ 
Pb: Pm als vorgegeben betrachtet werden. Hans Richter (Haltingen). 

Whitfield, J. W.: Rank eorrelation between two variables, one of whieh is 
ranked, the other diehotomous. Biometrika, Cambridge 34, 292—296 (1947). 

An einem Beispiel zweier Variabler (Ergebnisse zweier Tests), wo die erste 
20 verschiedene Werte annimmt und die zweite nur der Werte + und — fähig ist, 
so wie dies oft bei psychologischen Messungen eintritt, wird gezeigt, daß die An- 
wendung der x?-Methode mit oder ohne Stetigkeitskorrektur Unterschiede im Ver- 
halten der 2. Variablen nicht wiedergibt, die bei Anwendung des Kendallschen r 
unter Benutzung der Formel von Sillito (s. vorsteh. Referat) für var $ als sehr 
groß erscheinen. — Erweiterung der Sillitoschen Formel auf den Fall, daß die erste 
Variable Wertgleichheiten (ties) aufweist und Bemerkungen zur Stetigkeitskorrektur 


var N — 


(r —1)(2r +5)p,. — Anwendung auf einen 


in diesem Falle. — Anwendung auf die 2% 2-Tafel und Vergleich der Ergebnisse 


mit denen nach der y2-Methode bei einem Beispiel. Hans Richter (Haltingen). 

Anderson, T. W.: A note on a maximum-likelihood estimate. Econometrica. 
Menasha 15, 241— 244 (1947). 

M. G. Kendall (Contributions to the study of oseillatory time series, Cam- . 
bridge University Press, 1946) hat für die Periode y = 2/are cos (-a/2 yp)) 
des durch die Differenzengleichung 4 + x 4 _1 + B &41= erzeugten stochasti- - 
schen Modells verschiedene Schätzungen vorgeschlagen. Unter der Voraussetzung, . 
daß u, mit Mittelwert 0 normal verteilt sei, gibt Verf. eine konsistente und asympto-- 
tisch normal verteilte Schätzung von y auf Grund des Maximum-likelihood-Prinzips : 
und vergleicht dieselbe mit den anderen für das von Kendall konstruierte’ 


Zahlenbeispiel. M. P. Geppert (Bad Nauheim). 
| 


m 
k 
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Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Seal, H.L.: A probability distribution of deaths at age when polieies are counted 
instead of lives. Skand. Aktuarietidskr. 1947, 18—43 (1947). 

Für eine Versicherungsgesellschaft spielt die folgende Frage eine wesentliche 
Rolle: Wie viele Policen werden vermutlich in einem bestimmten Zeitraum infolge 
Tod ihres Trägers verfallen, unter der Annahme, daß einzelne Versicherte verschie- 
dene Policen besitzen. Verf. behandelt diese Frage unter der Annahme, daß die 
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Todesfälle in jedem Alter X dem Poissonschen 
Gesetz gehorche und daß die Policenverteilung einem verallgemeinerten Paretoschen 
Gesetz genüge. Er berechnet die Wahrscheinlichkeit, daß für einen bestimmten 
Bestand, bestimmte Alter und gewisse Policenverteilungen 0—7 Todesfälle in einem 
Jahr eintreten. Ebenso gibt er die ersten 4 Semiinvarianten der betr. Verteilung. 
Die Auswertung der komplizierten Formeln geschah mit Hilfe der Darbouxschen 
Methode der Koeffizienten-Abschätzung von Taylor-Reihen. Saxer (Zürich). 

Haavelmo, Trygve: Family expenditures and the marginal propensity to eon- 
sume. Econometrica, Menasha 15, 335—341 (1947). 

Am Beispiel der Haushaltsausgaben stellt Verf. den Zusammenhang zwischen 
den aus Querschnittsuntersuchungen und den aus entsprechenden Durchschnitts- 
werten für die Gesamtbevölkerung gewonnenen Grenzbeziehungen dar. Die dabei 
in den Ergebnissen mitunter auftretenden Unterschiede führt er darauf zurück, daß 
in einem solchen Fall einige (oder alle) Variable in den zugrunde gelegten Funktionen 
voneinander stochastisch abhängig sind, so daß sich bei Durchschnittsbildungen 
abhängige Mittelwerte für sie ergeben. Die zugehörigen Durchschnittsfunktionen 
haben daher in diesen Variablen eine andere Form als die Funktionen, die für den 
einzelnen Fall zugrunde gelegt wurden. Man muß sich daher zuerst vergewissern, 
daß die benutzten Variablen voneinander unabhängig sind, wenn man aus Quer- 
schnittsuntersuchungen vergleichbare Aussagen über den Einfluß einer Variablen- 
änderung auf die Grenzbeziehungen gewinnen will. Georg Friede. 


Klassische theoretische Physik. 
Elastizität: 


Krylov, V. V.: Zur Anwendung komplexer Veränderlicher im ebenen Problem 
der Elastizitätstheorie für endliche Verrückungen. Priklad. Mat. Mech., Moskva 
12. 831—86 (1948) [Russisch]. 

Für den Spannungszustand in der unendlichen Halbebene, deren Rand durch 
eine in Richtung der x-Achse angreifende normale Einzelkraft P beansprucht ist, 
werden unter Heranziehung einer besonderen Methode zur Darstellung des ebenen 
Problems bei endlichen Verschiebungen mit Hilfe komplexer Funktionen, die vom 
Verf. in einer früheren, der Ref. nicht zugänglichen Arbeit entwickelt wurde [Priklad. 
Mat. Mech., Moskva 10, 647—656 (1946)] zwei Näherungslösungen angegeben, die 
von der klassischen Lösung abweichen. Bei der 1. Lösung sind die Schubspannungen 
7,, und r,, nicht einander gleich; am Rand x = 0 sind die Normalspannungen 
proportional mit 2, die Schubspannungen mit y?. Bei der 2. Lösung, die an der 
Grenze des elastischen Bereiches gilt, sind die Schubspannungen einander gleich, 
Spannungen und Verschiebungen verschwinden im Unendlichen und sind proportional 
mit P?; sie hängen von der Elastizitätsgrenze des Materials ab. Moufang. 

Art, Cahit: Sur la determination des 6tats d’&quilibre d’un milieu &lastique 
plan admettant des frontieres libres & tensions eonstantes. Rev. Fac. Sei. Univ. 
Istanbul A 12, 309—344 (1947). 

Ein den Gleichgewichtsbedingungen genügender ebener Spannungszustand läßt 
sich mit Hilfe von Real- und Imaginärteil zweier willkürlicher analytischer Funk- 
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tionen darstellen. Die Forderung, daß der Rand lastfrei sei, ergibt eine zusätzliche 
Bedingung in komplexer Form. Diejenigen Spannungszustände, bei denen überdies 
die Summe der Normalspannungen im ganzen Bereich konstant ist, werden mit 
funktionentheoretischen Methoden für eine gewisse Klasse einfach zusammenhän- 
gender Bereiche, die im Endlichen nur durch Einzellasten beansprucht sind, voll- 


EZWerT 


ständig angegeben und an Beispielen erläutert. Experimentelle Ergebnisse über 


photoelastische Untersuchungen an Rahmenträgern stehen in Übereinstimmung mit 
der Theorie. Moufang (Frankfurt a. M.). 


Krzywoblocki, M. Zbigniew: A general approximation method in the theory 


of plates of small defleetion. Quart. appl. Math. 6, 31—52 (1948). 

Die Knickung beliebig gestalteter Platten wird nach dem Verfahren Stefan 
Bergmanns berechnet. + yi=z, —yi=* U=u-+vi. Die komplexe 
Differentialgleichung 

Uyars + MU, + LU, + M* Up + AU, + AUT + CU =0 
zerfällt bei reellen Koeffizienten Z und € in die reelle Differentialgleichung 


AAu + {4L + 8ReM}u,. + 16Im Mu,,+ f4L— 8ReM}u,,+ 16ReAu, 
+ 16ImAu, + 16Cu =. 
Für das Teilintegral 
Um B3 55) KuPo{zr)antr 
n=0v=0 
gelten mit den Differentialoperatoren 
D,{P}= Pa» + MP, D,{P} = LP. + AP die Rücklaufformeln 
D,{P®} =(, D,{P®} ar 4D, {PM} — 2D,{P9} 
1 
D, {Pa+2)  — Eerwre {D, 
+ [n+ 3] 2, [P@+D]+ Me Pi, + 4*Pi® + OP}. - 
Berechnet wird die Knickung der isotropen, rechtwinkligen, gleichschenkligen Drei- 
eckplatte durch konstanten Druck in einer Kathetenrichtung. Aus den Rand- 


bedingungen L = $ fu? + (2) ds = Min. undder Bedingung £E = er dxdy>V 


folgen die in den Integrationskonstanten Ä linearen Gleichungen R AN, 5) 


7 ea 
Der Multiplikator wird durch Transformation auf Normalkoordinaten bestimmt. 
Anm. des Ref.: Das Verfahren Inces ist nichts anderes als die Lagrangesche Kon- 
stantenvariation. In Gl. (72) muß 


by ga 5 Gary got 6 u 2 
-. KL durch + vv en ” und in Gl. (73) Mer 5 way durch 


Dayt — 29 — Way? v—-1VWy—Daly 


2 3 : 
-—— und 5 - durch = — —- ersetzt werden. Ludwig. 
) 30 10 


* 


9) Arm 


[PP] + [2 + 1] D, [Pfe+D]+ D, [Pi] } 


Poli, Sandro dei: Sulla stabilitä elastiea della striseia eilindriea eompressa se- 


eondo le generatriei. Atti Accad. Sci. Torino Cl. I, 81/82, 95—101 (1948). 

Für die kritische Last eines axial gedrückten Streifens einer kreiszylindrischen 
Schale mit frei drehbar gelagerten Rändern wird im Anschluß an eine Arbeit von 
P. Cicala (L’Aerotecnica 1944), die der Ref. nicht zugänglich war, eine nichtlineare 
Theorie entwickelt, die die experimentelle Abweichung der kritischen Belastung 
von dem Wert, den die lineare Theorie liefert, bei starker Krümmung der Schale 


erklären soll. Die Verschiebungen in Richtung der Schalennormalen sind dabei von - 


der Größenordnung der Wandstärke angenommen. Für die Ausbeulung und die 


Spannungsfunktion werden die Anfangsglieder einer Fourierdoppelreihe angesetzt, 
was mathematisch auf ein Eliminationsproblem von 6 Unbekannten aus 6 Gleichun- 


gen hinausläuft; Zwischenrechnungen fehlen. Das Verhältnis der statischen Druck- 
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spannungen der Ränder zu der Knickspannung kann Werte annehmen, die erheblich 
kleiner sind als eins. Die Abweichung der hier ermittelten kritischen Last von dem 
durch die lineare Theorie gelieferten Wert nimmt rasch zu mit zunehmender Krüm- 
mung der Schale. Der Einfluß des axialen Abstandes zweier Knotenlinien einer 
Ausbeulung wird durch ein numerisches Probierverfahren erfaßt. Moufang. 


Ling, Chih-Bing: Torsion of a eireular tube with longitudinal eireular holes. 
Quart. appl. Math. 5, 168—181 (1947). 

Verf. untersucht die Spannungsverteilung bei Verdrehung einer Röhre von 
kreisföormigem Querschnitt, welche einen Ring gleichförmig verteilter longitudinal 
(d. h. parallel zur Röhrenachse) angeordneter kreisförmiger Bohrungen von unter 
sich gleichem Halbmesser besitzt. Die Lösung wird durch Konstruktion dreier 
Reihen von harmonischen Funktionen, welche sich gegenüber Rotation um die 
Rohrachse invariant verhalten, gewonnen. Die maximale Schubspannung ergibt sich 
auf dem Rand, an den Stellen quer über die engsten Schnitte. Es wird auch der Fall 
behandelt, bei dem eine zentrale Ausbohrung fehlt. Endlich werden einige numerische 
Beispiele zu dem behandelten Problem aufgeführt. V. Garten (Tübingen). 

Cieala, P.: Sull’ analisi delle piecole deformazioni nel eampo elastoplastico. 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisie. mat. natur., VIII. s. 3, 325—329 (1947). 

Die verschiedenen Ansätze zur Beschreibung des plastischen Verhaltens bei 
infinitesimalen Formänderungen nach Reuss, Hencky, de St. Venant-Mises 
als 6 Gleichungen zwischen der Änderung der Komponenten des Spannungstensors 
und der Anderung der Komponenten des Formänderungstensors werden zusammen- 
gestellt und zwei Versuche mit kombinierter Beanspruchung an dünnwandigen 
Rohren beschrieben, die eine Nachprüfung der drei Theorien für diese Belastungsfälle 
gestatten. R. Moufang (Frankfurt a. M.). 


Hydrodynamik: 


Castoldi, L.: Sopra una proprietä dei moti permanenti di fluidi ineomprimibili 
in eui le linee di corrente formano una congruenza normale di linee isotache. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. fisie. mat. natur., VIII.s. 3, 333—337 (1947). 

Im Falle einer zweidimensionalen, stationären, inkompressiblen Strömung hatte 
F.Sbrana [Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisie. mat. natur., VI. s. %, 
641—643 (1928)] bewiesen : eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß in 
einer ebenen, stationären Strömungeiner inkompressiblen Flüssigkeit die Stromlinien 
isotach seien (Orte gleicher Geschwindigkeit), besteht darin, daß sie sich als Ortho- 
gonaltrajektorien einer einparametrigen Geradenschar ergeben. Verf. gelingt die 
Verallgemeinerung dieses Satzes auf räumliche Strömungen in der folgenden Form: 
eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß in einer räumlichen Strö- 
mung einer inkompressiblen Flüssigkeit die als orthogonale Trajektorien einer ein- 
parametrigen Flächenschar & zugrunde gelegten Stromlinien isotache Stromlinien 
sind, ist, daß eine Schar von Minimalflächen darstellt. Eine einparametrige Flächen- 
schar, die auf oo? orthogonalen Trajektorien proportionale Bogen abschneidet, 
nennt Verf. ein Flächenbündel. Sodann gilt: eine notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daß die in dem vorhergehenden Satz betrachtete Strömung einer 
inkompressiblen Flüssigkeit durch die Einwirkung einer konservativen Kraft reali- 
siert w6erde, besteht darin, daß die Stromlinien orthogonale Trajektorien eines 
Bündels yon Minimalflächen sind. Weiterhin werden Spezialfälle betrachtet. Pinl. 

Laitone, E. V.: The subsonie flow about a body of revolution. Quart. appl. 
Math. 5r 227— 231 (1947). 

Verf. geht von der linearisierten Differentialgleichung für das Geschwindigkeits- 
potential einer kompressiblen zylindersymmetrischen Potentialströmung in der 
Form 8?®,,+9,.+ ®,/r=0 aus. Im Bereich der Unterschallgeschwindig- 
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keiten gilt dabei mit Verwendung der Machschen Zahl M die Beziehung ß = V1—.M?. 
Eine Behandlung dieser Differentialgleichung als (lineares) Störungsproblem ver- 
dankt man S. Goldstein und A. D. Young [The linear perturbation theory of 
compressible flow, with applications to wind tunnel interference, Brit. A. R. C., 
R & M. 1909 (1943)]. Verf. gewinnt durch die Substitution E=X-+ frz eine 
weitere Entwicklung der Goldstein-Youngschen Ergebnisse, die eine Anwendung 
auf die Berechnung der Druckverteilung über einen schlanken Drehkörper sowohl 
im inkompressiblen wie auch im kompressiblen Falle (unterhalb der Schallgeschwin- 
digkeit) gestatten. Die Ergebnisse stimmen mit den von L. Lees erzielten Be- 
rechnungen überein [vgl. Lester Lees, A discussion of the application of the 
Prandtl-Glauert methods to subsonie compressible flow over a slender body of 
revolution. NACA, TN 1127 (1946)]. In der weiteren Diskussion gewinnt Verf. 
insbesondere graphische Darstellungen für den Vergleich der Druckverteilung an 
Sphäroiden (Rotationsellipsoiden) in kompressiblen Strömungen mit inkompressiblen 
Strömungen, ferner den Verlauf des Macheffektes in seiner Abhängigkeit vom 
Dickenverhältnis der Sphäroide und schließlich noch den Verlauf der Druckvertei- 
lung über ein parabolisches Profil eines Drehkörpers. M. Pin! (Köln). 


Thermodynamik: 


eCarslaw and Jaeger: Conduetion of heat in solids. Oxford: Clarendon Press 
1947. VIII, 386 p. 30. 

Jaeger, J. C. and Mırtha Clarke: Numerical results for some problems on con- 
duetion of heat in slabs with various surface eonditions. Philos. Mag., J. Sei., London, 
VII. s. 38, 504—515 (1947). 

Si espongono grafici che permettono il caleolo della temperatura e del flusso di 
calore sulle due facce di un muro, qualora perö una di quelle grandezze sia pre- 
seritta su una faccia del muro stesso, che, attraverso l’altra faccia, riceve calore 
dal mezzo eircostante eonforme alla legge di Newton, e inizialmente sitrova a tempe- 
ratura uniforme. I risultati sone poi estesi al caso in eui la legge di Newton viene 
sostituita da altra, pitüt complessa, valida quando la faccia del muro & a contatto 
con un fluido in rapido movimento. Graffi (Bologna). 

Swee, M. E.: Über die Erwärmung eines inhomogenen Stabes. Priklad. Mat. 
Mech., Moskva 12, 2135—214 (1948) [Russisch ]. 

Richard, Ubaldo: Dilatazione termiea di una fune sospesa a due estremi fissi. 
Atti Accad. Sci. Torino Cl. I, 81/82, 122—126 (1948). 

Es werden für die Rechnung brauchbare Formeln für die Änderung angegeben, 
die eine thermische Dilatation auf die Zwangskraft im Ende eines Seiles, das einer 
verteilten Last unterworfen und an den Enden befestigt ist, ausübt. Diese Formeln 
werden in einer anderen Note (dies. Zbl. 29, 324) angewendet. Graffi. 

Castoldi, L.: Attorno a una determinazione di W, Thomson dell’etä della terra. 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisie. mat. natur., VIIT. s. 3, 561—568 (1947). 

W. Thomson hat das Alter der Erde auf Grund des Wertes seines geother- 
mischen Gradienten bestimmt, wobei er dazu in den Rechnungen die Erde einem 
Halbraum gleichsetzte. Verf. beweist, daß man auch zu demselben Ergebnis kommt, 
wenn man die Erde als kugelförmig annimmt. Graffi (Bologna). 


Gurney, €.: Thermodynamie relations for two phases eontaining two compo- 
nents in equilibrium under generalized stress. Proc. physie. Soc. London 59, 629 
bis 645 (1947). 

Ein System mit zwei Komponenten und zwei Phasen, von denen jede in einem 
allgemeinen Spannungszustand ist, wird mit thermodynamischen Methoden unter- 
sucht. Der Sonderfall, in welchem eine der Komponenten nur in einer der Phasen 
vorkommt, wobei insbesondere eine der Phasen die flüssige mit hydrostatischem 
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Druck ist, wird näher betrachtet. Anwendung auf Wasseraufnahme aus flüssiger 
oder Gasphase durch Materialien, welche sich in einem Spannungszustand befinden. 
J. Meixner (Aachen). 
Kothari, Duleh Singh and Laxman Singh Kothari: A note on thermal fluetua- 
tion. Indian J. Physies 21, 307—312 (1947). 
Behandlung der thermischen Energieschwankungen für das Verteilungsgesetz 
n(e) de = De! [ee!®T 4 1]1de in einem festen Volumen und ineinem Strahl. Sta- 
tistische Berechnung der Entropie eines Strahls. «". Meisner (Aachen). 


Elektrodynamik: 


eCulver, Charles A.: Theory and applications of eleetrieity and magnetism. 1. ed. 
London and New York: McGraw Hill Book Co. Inc. 1947. 594 p. and 407 figs. 
25 s. net. 

Richards, Paul I.: General impedance-funetion theory. Quart. appl. Math. 
6, 21—29 (1948). 

Ziel der Arbeit ist es, Fosters Reaktanztheorem auf Schaltungen auszudehnen, 
die nicht mehr aus konzentrierten Induktivitäten und Kapazitäten, sondern aus 
Lecherleitungen, Hohlraumresonatoren, Hohlleitern usw. bestehen. Der Impedanz- 
begriff wird mittels einer erregenden Größe (Zeitfunktion) f(t) und einer erregten 
Größe g(t) durch die Gleichung 


Zi) f tt dt S ertgl)dt 
0 (N) 


eingeführt. Die beiden Zeitfunktionen sollen für negative Zeiten identisch ver- 
schwinden. Aus der Theorie elektrischer Schaltungen schwacher Dämpfung bei 
sehr tiefen Frequenzen wird als bekannt entnommen, daß für ft) = e*!(t >0,s, 
imaginär) für gleichfalls positive Zeiten eine erregte Größe g(t) = dert + ht) 
resultiert, wobei A exponentiell für wachsende t verschwindet. Aus der Theorie 
der Laplace-Transformation läßt sich dann die Partialbruchentwicklung für die 
Impedanz Z gewinnen, die der Fosterschen Darstellung für gewöhnliche Reaktanzen 
entspricht, wobei nur an Stelle der endlichen Summe eine unendliche Reihe tritt: 
Z=4s+ Ko + BEE 
5 2240 Fränz (Berlin). 

Dominguez, Alberto Gonzälez: Bemerkungen zur mathematischen Theorie der 
linearen Schaltungen. Math. Notae, Rosario 7, 156—161 (1947) [Spanisch]. 

Bewiesen wird, daß für jede für — oo <® <.X eindeutige, stetige, nicht nega- 
tive Funktion R(w), die für alle » gleichmäßig einer Lipschitz-Bedingung der 
Ordnung <1 genügt, mit beliebiger Genauigkeit durch eine rationale Funktion 


C ntley 1 —- pT 
R, (p) TE Si >> na] sl; 1 


angenähert werden kann, wobei die Koeffizienten durch 


. 2 ä 0) 
De =/ cosv®d R (- tg >) dd 
Ö 


gegeben sind. Die Impedanz-Funktion R, kann durch eine Schaltung von endlich 
vielen konzentrierten Schaltelementen realisiert werden. Ein ganz analoges Ver- 
fahrer ist möglich, wenn nicht der Realteil, sondern der Imaginärteil der Impedanz 
approximiert werden soll. Fränz (Berlin). 
uzneeov, P.1I.: Ausbreitung elektromagnetischer Wellen längs einer Linie. 
Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 615—628 (1947) [Russisch]. 
L’A. dimostra che la corrente e la tensione di una linea, chiusa a un estremo 
su una impedenza, alimentata all’altro estremo, attraverso una seconda impedenza, 
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da una tensione I(t) o L(t) xp im tot) I)=0 per t<0,IW-1 
per > 0], si possono esprimere mediante le funzioni di Bessel e di Lommel. Considera 
poi, in modo particolare, il caso di una linea con impedenza nulla nell’estremo di 
alimentazione, uguale a una resistenza in serie con un’autoinduzione l’impedenza 
nell’altro estremo. Graffi (Bologna). 

Pincherle, L.: Refraetion of plane non-uniform eleetromagnetie waves between 
absorbing media. Physic. Rev., Minneapolis, II. s. 72, 232—235 (1947). 

Die Brechung ebener elektromagnetischer Welien an der Grenze zwischen zwei 
leitenden Medien wird in Abhängigkeit vom (komplexen) Einfallswinkel theoretisch 
untersucht. Ein bemerkenswertes Ergebnis ist eine Diskontinuität des komplexen 
Ausbreitungsvektors im zweiten Medium für einen Wert dieses Vektors im ersten 
Medium, bei welchem der Energiestrom durch die Grenzfläche im Mittel verschwindet. 

J. Meixner (Aachen). 

Krasnuskin, P. E.: Die Methode der normalen Wellen in Anwendung auf eben- 
sehiehtige Mittel. Doklady Akad. Nauk. SSSR, II. s. 56, 687— 690 (1947) [Russisch]. 

Die Dielektrizitätskonstante e eines Mediums hänge nur von z ab, und es sei 
eine nur von r und z abhängige Stromverteilung J, in z-Richtung mit der Zeitabhängig- 
keit ei®t gegeben. Das Vektorpotential A, genügt einer Differentialgleichung 
(L,+L,+.ek?) A, =—4nJ,/c, wo L,, L, Differentialoperatoren 2. Ordnung in r 
bzw. 2, k die Wellenzahl bedeuten. Zu ihrer Lösung wird A, nach den Eigenfunk- 
tionen der Differentialgleichung (Z, + )Z = 0 entwickelt. Den negativen Eigen- 
werten x entsprechen ungedämpfte, den positiven gedämpfte Wellen. Existiert ein 
diskretes Spektrum, so besitzt das Medium die Eigenschaften eines Wellenleiters. 
Spezialisierung auf unendlich dünne Antennen und weiter auf einen in z-Richtung 
schwingenden Dipol. Behandlung von einfachen Beispielen. Hat e k®— e' 2 (e") /82° 
zwei Minima, so können zwei wellenleitende Kanäle existieren, zwischen denen die 
Welle hin und her pendelt. J. Meixner (Aachen). 


Heins, Albert E. and J. F. Carlson: The refleetion of an eleetromagnetie plane 
wave by an infinite set of plates. II. Quart. appl. Math. 5, 82—88 (1947). 

Gegeben ist eine unendliche Schar von äquidistanten Halbebenen (senkrecht 
zur y-Achse) mit verschwindender Dicke und vollkommener Leitfähigkeit. Ihre 
Kanten seien parallel zur x-Achse und liegen in einer Ebene. Auf diese Ebenen fällt 
eine ebene elektromagnetische Welle, deren Ausbreitungsrichtung senkrecht zur 
x-Achse ist; der magnetische Vektor liegt in x-Richtung. Berechnet wird die von 
diesem Ebenensystem erzeugte Sekundärwelle, die reflektierte und die durchge- 
lassene Intensität. Die Sekundärwelle läßt sich auffassen als durch eine Stromver- 
teilung auf den Halbebenen erzeugt. Das Verschwinden der tangentiellen Kompo- 
nente der elektrischen Feldstärke führt auf eine inhomogene Integralgleichung vom 
Wiener-Hopfschen Typ für diese Stromverteilung, welche mit der Methode der 
Fourier-Transformation gelöst wird In einer früheren Arbeit [Carlson u. Heins, 
Quart. appl. Math. 4, 313—329 (1947)] wurde mit ähnlicher Methode der Fall 
einer ebenen Welle mit dem elektrischen Vektor in &-Richtung behandelt. Meiner. 

Wilkes, M. V.: The oblique reflexion of very long wireless waves from the iono- 
sphere. Proc. R. Soc. London A 189, 130—147 (1947). 

Die Arbeit behandelt die Reflexion sehr langer Radiowellen (18km) in der 
Ionosphäre bei schiefem Einfall, mit Berücksichtigung des Erdmagnetfeldes. Die 
Maxwellschen Gleichungen ergeben nach einer Transformation die Feldgleichungen: 


d2L | d?M 
data t9L+BM=0 Tata-QM+BL=0. 


Hierin ist: 4 = EB, FiE,M = E,—iE,. Die Konstanten & und ß enthalten den 
Einfallswinkel, ist proportional der Höhe z. Besondere Annahmen: Elektronen- 
diehte proportional z, Richtung des konstanten Erdmagnetfeldes vertikal. Die all- 


38l 
gemeine Lösung ergibt sich als Summe von Integralen der Form: 
du, (t 1 
10-9 ep[z Cara 


7,0 = [un exp[ 5 — CE o)t]a 


mit speziellem Integrationsweg und n =1, 2,3. Die Funktion «, (t) ist als Lösung 
folgender Gleichung zu bestimmen: 


du R d 
mtrte+mytRu=0. 


Mit Rücksicht darauf, daß praktisch klein ist, wird letztere Gleichung durch eine 
Reihenentwicklung in ß? gelöst. Das Ziel der Arbeit, eine formale Lösung der Feld- 
gleichungen zu geben, ist damit erreicht. Lassen (Berlin). 


Saha, M.N.,B. K. Banerjea and U. €. Guha: On the propagation of E. M. waves 
through the upper ätmosphere. Indian J. Physics 21, 181—198 (1947). 

Die Arbeit behandelt umfassend das Problem der Ausbreitung elektromagneti- 
scher Wellen in der Ionosphäre mit Berücksichtigung des Erdmagnetfeldes und ist 
eine Zusammenfassung und Erweiterung früherer Arbeiten der Verff. Die komplexe 
elektrische Leitfähigkeit und die elektrische Polarisation werden berechnet und in 
Matrizenform dargestellt. Die Wellenausbreitung in vertikaler Richtung wird be- 
handelt. Es ergeben sich Ausdrücke für den Brechungsindex, welche mit den be- 
kannten Formeln übereinstimmen, und für den Polarisationszustand der Wellen, 
wobei die Dämpfung berücksichtigt wird. Der Verlauf wird in Kurven dargestellt. 

Lassen (Berlin). 


Optik; 


Toraldo di Franeia, @.: Il teorema di Malus-Dupin generalizzato e la trasforma- 
zione dell’ interferenza inversa. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. fisie. mat. 
natur., VIII.s. 2, 787—790 (1947). 

Verf. geht aus von der mathematischen Darstellung einer Normalenkongruenz 
von Strahlen, also der Strahlen einer Lichtwelle, die auf eine ebene Oberfläche & 
auffallen. Ist s der Vektor in Richtung der Strahlen, x und seine Richtungskosinus 
gegen die x- und y-Achse eines kartesischen Koordinatensystems der genannten 
ebenen Fläche, so folgt aus der Tatsache, daß es sich um eine Normalenkongruenz 


handelt, daß - — P_ Wird der Strahl beim Durchtritt durch & in die Richtung 


X 
&', ß' abgelenkt, wo a’ = a’ (x, ß) und P’ = f’ (a, ) ist, so muß, damit auch das neue 
> E ran { 0a’ f : 
Strahlenbündel eine Normalenkongruenz ist, — = © und —_ — 2 0 sein, woraus 
0x oß öß 0x 


nX=a+aundnf.=ß+b mit n, a, b= const folgt. a«=b = ergibt die 
gewöhnliche Brechung. — Ist 2 eine beugende Öffnung, durch die die Amplitude 
sowie die Phase der einfallenden Welle geändert wird, so geht die ursprüngliche 


Wellendarstellung 4 exp (i a (ac +ß 2) überin Ao(x, y) exp (i BE (xx + B 2) : 


wo (x, y) eine im allgemeinen komplexe, von den Eigenschaften der beugenden 
Öffnung abhängende Funktion ist. — Verf. versucht anschließend, auf dieses Problem 
die von ihm als „‚Prinzipderiinversen Interferenzen“ bezeichnete Methode anzuwenden, 
indem —“ähnlich wie früher vom Ref. geschehen — die gebeugte Welle durch Über- 
lagerung unendlich vieler ebener Wellen verschiedener Richtung, verschiedener 
Amplitıfde und verschiedener Phase dargestellt wird. Er macht zu diesem Zwecke 


den Ansatz ff B(a', ß') exp (177 (x + Py), wo die Integration von —oo bis +00 
sich erstreckt, und setzt x’—= (x + a)/n, ß'=(ß + b)/[n. Durch Gleichsetzen mit dem 
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oben für die gebeugte Welle erhaltenen Ausdruck ergibt sich nach Kürzen der 


exp (1 (az +Pß D)) ein Fourier-Integral für A p(z, y), woraus durch Umkehrung 
b 4 ‚27 ir 

folgt: B (, Et ) = SS vw, v) exp (i um (au +b v)) du dv. Intensität und. 

Phase der gebeugten Welle der Ordnung (a, b) hängen nicht von der Richtung der‘ 

einfallenden Welleab. Die Betrachtungen lassen sich auf beliebige einfallende Wellen. 

verallgemeinern. Picht (Potsdam-Babelsberg). 


Lansraux, Guy: Caleul des figures de diffraetion des pupilles de r&volution.. 
Rev. Optique theor. instrum., Paris 26, 24—45 (1947). 

Eine allgemeine Methode zur numerischen Berechnung von Beugungsfiguren 
rotationssymmetrischer Pupillen eines zentrierten optischen Systems wird angegeben 
für einen Objektpunkt auf der Achse. Sei f(x, y) die Wellenfunktion in der Pupille, 
9 (u, v) jene in der Beobachtungsebene. Dann giltg(w, v) = R{ f fix, y) e'WurtrWdrdy. 

a\p-1 

Für f(&, y) wird mit 0° = x? + y? eine Entwicklung Za,(l —_ =) angesetzt, wo 
R = Pupillenradius.. Dann wird g(r)/a R®= Na,2(p—1)!J,(w)w®r, wo 
w — 2 R(u? + v?)'h. Anwendung auf die Berechnung der Beugungsfigur eines 
vollkommenen scharf eingestellten optischen Systems, bei Vorliegen eines Einstell- 
fehlers, variabler Durchlässigkeit, für ein System mit Aberration. Tabellen der 
Funktionen 2 p!J, (w) w für w=0 bis 15 (Schritt 0,5 bis 1,0) und p=0 
bis 30 (Schritt 1) werden angegeben. J. Meixner (Aachen). 


Lansraux, Guy: Caleul des figures de diffraetion des pupilles de rövolution. Rev. 
Optique theor. instrum., Paris 26, 278—294 (1947). 

In Fortsetzung der oben referierten Arbeit wird die Erregung in der Pupille 
durch ein Interpolationspolynom dargestellt; die Wellenfunktion in der Beobach- 
tungsebene wird als lineare Kombination der Werte der Wellenfunktion in den 
Interpolationspunkten in der Pupille ausgedrückt. Tabellen zur Erleichterung der 
numerischen Rechnungen werden für eine Anordnung von 6 Interpolationspunkten 
im Intervall 0 So S R angegeben. J. Meixner (Aachen). 


Siday, R. E.: The optical properties of axially symmetrie magnetie prisms. 
l.: The study of rays in a plane of symmetry, and its applieation to the design of 
prism ß-speetroscopes. Proc. physic. Soe. London 59, 905—917 (1947). 

Einleitend weist Verf. darauf hin, daß er sich in vorliegender Arbeit auf die 
Behandlung solcher als Prisma wirkender magnetischer Fehler beschränkt, die von 
zwei koaxialen Magnetpolen erzeugt werden, wobei weiter vorausgesetzt wird, daß 
das entstehende Feld eine zur Achse der Magnetpole senkrechte Symmetrieebene 
besitzt, in der die radialen Komponenten des Feldes in irgendeiner Weise variieren. 
Bei der Behandlung wird weiter vorausgesetzt, daß sich der Objektpunkt in verhält- 
nismäßig großem Abstand von der Symmetrieachse befindet und in der genannten 
Symmetrieebene liegt. Es werden nur solche Strahlen betrachtet, die in der Sym- 
metrieebene verlaufen. Es wird erwähnt, daß bei der Spektroskopie geladener 
Teilchen das Auflösungsvermögen völlig durch die Aberrationen des Strahlenbündels 
(nicht oder doch kaum durch die Wellenlänge der zugehörigen Welle) bedingt ist. 
— Ausgehend von den Differentialgleichungen der Bewegung eines Elektrons im 
axialsymmetrischen Magnetfeld werden anschließend die allgemeinen fokussierenden 
Eigenschaften des Feldes in der Symmetrieebene untersucht. Hierbei wird ein zum 
Schnittpunkt der Symmetrieebene mit der Achse der Magnetpole hinzielender Strahl 
sowie ein zu diesem (in großer Entfernung vom Wirkungsbereich des Feldes) parallel 
laufender Strahl betrachtet, dessen Abstand (dort) vom ersten Strahl gleich +5 
bzw. —b sei. Ist y der Winkel der Elektronenbahn in irgendeinem Punkte (der 


Symmetrieebene) des Feldes zum zugehörigen Radiusvektor, so gilt rsinpy—b =; 


y 


[| 
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? 
ir 
(He) / r H,dr, wo (Ho) das „Moment“ m v/e mit v= Geschwindigkeit ist. 5 ist gleich- 


oo 
zeitig der Abstand der (Anfangs)strahlrichtung von der zur Symmetrieebene senkrech- 
ten Achse der Pole und behält seinen Wert auch für den Strahl nach Durchläufen des 
Feldes, wenn man diese Definition für b benutzt. Betrachtet man nun Strahlen, 
die von einem „Objektpunkt‘‘ im Abstand u vom Achsenschnittpunkt der Symmmetrie- 
ebene ausgehen, und bezeichnet man den Abstand des Punktes, in dem dieser Strahl 
und der vom Objektpunkt zum Achsenschnittpunkt hingerichtete sich nach Durch- 
laufen des Feldes schneiden, vom Achsenschnittpunkt durch v, so gilt 
% 1 1 —b 
sry, ME sin(2®, — 2®,)’ 


wo ®, bzw. ®, die Ablenkung des b-Strahles bzw. des ihm parallelen, zum Achsen- 
schnittpunkt hingerichteten Strahles ist. Der rechts stehende Nenner kann als Maß 
für die sphärische Aberration angesehen werden. — Es werden weiter einige Spezial- 
fälle betrachtet, und zwar das homogene Feld sowie das Feld zweier Pole, deren 
Abstand gleich ihrem gemeinsamen Krümmungsradius ist. Auch auf Prismen mit 
verschiedenem Polschuhabstand wird kurz eingegangen. Es folgen Betrachtungen 
über reelle und imaginäre Bilder sowie einige Bemerkungen über den Entwurf von 
Prismen-ß-Spektrographen mit einem Prisma bzw. mit einer Kombination von 
Prismen bzw. von Prismen mit Linsen. Picht (Potsdam-Babelsberg;). 


Relativitätstheorie: 


Buchdahl, H. A.: A special elass of solutions of the equations of the gravitational 
field arising from certain gauge-invariant action prineiples. Proc. nat. Acad. Sei. 
USA. 34, 66 —68 (1948). 

Dans un travail qui va paraitre dans les Proc. Edinburgh math. Soc. (1948), 
Pauteur de cettenote a demontr& que chaque solution des equations 


(1) Gyr =ag’r, 

oü & est une constante arbitraire et @”“ est le tenseur de Ricei, satisfait- aussi 

aux €quations du champ engendr&es par les principes variationnels 
sfRy-gdr=0, few @,y— gar =0. 


L’objet de cette Note est de demontrer par une legere modification de la methode 
de d&emonstration du resultat precedent que chaque solution des &@quations (1) 
satisfait & une @quation variationnelle de la forme suivante 


öfL(K,.... K,)Y-gdr = 0, 


oü les variables X, qui figurent dans la fonction lagrangienne ZL sont donnees par 
les expressions 
_ gyPa (fa Hı 
K,= 0, Gar: :Ou> 
les differents facteurs derivant du tenseur de Ricei et m est un nombre entier positif 
quelconque. G. Lampariello (Messine). 
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f Astrophysik. 


Sorokin, V.: Über den Charakter der Instabilität isothermer Gaskugeln. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 1003—1006 (1947) [Russisch ]. 
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üs wird die Stabilität einer in eine kugelförmige Hülle eingeschlossenen iso- 
thermen Gasmasse untersucht. Die Störungen werden als adiabatisch und ra di ıl 
vorausgesetzt, das Gas als nicht-entartet. Für Werte des Verhältnisses der spezifi- 
schen Wärmen > 4/3 erweist sich das Gas als stabil, der Zustand des Gases nn 
sich höchstens säkular ändern. L. Biermann (Göttingen). 

Burgers, J. M.: Aerodynamieal problems eonneeted with the motion of a cloud 
of gas emitted by Nova Persei. I. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 262—271 (1947) 

Fortsetzung einer 1946 begonnenen Untersuchung: J.M. Burgers, Some 
problems of the motion of interstellar gas clouds. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 49, i 
589 (1946). Es wird die Bewegung einer dünnen Gashülle (Dichte 10% gr/em?, 
Dicke 1013—1014 cm) betrachtet, wie sie wohl von der Nova Persei 1901 mit fast 
2000 km/sek Anfangsgeschwindigkeit ausgestoßen wurde. Das interstellare Gas. 
(Dichte 10-2 gr/em?) verzögerte die Bewegung auf etwa 1200 km/sek in 33 Jahren, 
in denen einige 101? cm zurückgelegt wurden. Das Problem wird als eindimensienait 
angesehen, die Schallgeschwindigkeit im interstellaren Gas ist klein gegen die Ge- 
schwindigkeit der Novahüllen, welche daher wie ein in einem Rohr bewegter Kolben 
eine Kompressionswelle vor sich erzeugt, die vor der Hülle herläuft. Nun wird die 
Hülle verzögert, und die resultierende Expansionswelle läuft hinter der Kompres- 
 sionswelle her. Das derart idealisierte Problem wird analytisch behandelt. Vor der 
Front der Hülle ergibt sich eine Temperatur von größenordnungsmäßig 10% Grad. 

L. Biermann (Göttingen). 

Burgers, J. M: Aerodynamical problems eonneeted with the motion of a cloud 
of gas emitted by Nova Persei. II. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 332—338 (1947). 

Fortsetzung der Untersuchung in Teil I (vgl. vorsteh. Referat) über die 
Ausbreitung einer Stoßwelle im interstellaren Gas, unter Vernachlässi on 
Strahlung, Wärmeleitung und Reibung. Es wird eine asymptotische Lösung kon- 
struiert. Dann wird der Fall betrachtet, daß der Stoßwelle anfänglich eine kon-. 
stante Geschwindigkeit aufgezwungen wird, daß sie (bzw. der gedachte Kolben, der 
die Stoßwelle erzeugt) dann aber sich selbst überlassen bleibt. Die Verdichtungs- 
grade und Temperaturen ergeben sich etwa so wie früher. L. Biermann (Göttingen). 

Burgers, J. M.: Aerodynamical problems eonneeted with the motion of a cloud of 
gas emitted by Nova Persei. III. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 442—451 (1947). 

In diesem Teil wird der Einfluß der Wärmeleitung aus der Stoßwelle in das 
interstellare Gas berücksichtigt und die Energiebilanz des Vorgangs aufgestellt und 
diskutiert. L. Biermann (Göttingen). 

Zevakin, 8. A.: Über die Eigensehwingungen eines Modells der Cepheiden. Doklady 
Akad, Nauk SSSR, II. s. 58, 385—388 (1947) [Russisch]. 

Der Stern wird idealisiert durch ein in eine Kugelhülle von der Masse der 
Sternmasse eingeschlossenes, elastisches, masseloses Gas. Diese Vereinfachung er- 
laubt, das Problem der Schwingungsstabilität ohne die übliche Beschränkung auf 
kleine Schwingungen zu untersuchen. Dabei werden Kernreaktionen als Quelle der 
Sternenergie angenommen. Nimmt man für die Energieerzeugung die Formel von 
Gamow an, so gibt es stabile Schwingungen, deren Amplitude von der Größe der 
Störung abhängt. Würde man dagegen ein Gesetz der Energieerzeugung von der 
Form & = o 7” (o Dichte, 7’ Temperatur, m Exponent) annehmen, so gäbe es keine 
stabilen Eigenschwingungen. L. Biermann (Göttingen). 

Gurevich, L. Z. and A. I, Lebedinsky: Explosions in stars, resulting from nuelear 
reactions, as a possible eause of outbursts of novae and supernovae,. ©.r. Acad. Sei. 
URSS, II. s. 56, 23—25 (1947). 

Verff. vermuten, daß Kernreaktionen im Stern bei steigender Temperatur ex- 
plosiv verlaufen könnten, deuten damit die Nova-Phänomene und setzen sie in Früh- 
stadien der Sternentwiceklung. Quantitative Angaben werden nicht gemacht. 

©. F.v. Weizäcker (Göttingen). 


